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Abstrakt

BENDIK, JAN: Navrhovanie verejnych obsluznych systémov s exaktnym optimalizacnym
jadrom [dizertaéna praca] - Zilinska univerzita v Ziline. Fakulta riadenia a informatiky;
Katedra matematickych metdéd a opera¢nej analyzy. - Skolitel: Prof. RNDr. Jaroslav
Janacek, CSc. - Stupenn odbornej kvalifikacie: Doktor filozofie v Studijnom odbore 9.2.9
Aplikovana informatika. Zilina: FRI ZU v Ziline, 2016.

Ciel'om tejto dizertacnej prace je vyskum v oblasti aplikovanej informatiky zamerany na
navrhovanie verejnych obsluznych systémov s exaktnym optimalizanym jadrom. Navrh
verejného obsluzného systému predstavuje tazko rieSitelny kombinacny problém
spocivajici v rieSeni umiestiiovacej tlohy s obmedzenym poctom vybudovanych stredisk.
Praca obsahuje niektoré sucasné pristupy k rieSeniu ulohy navrhu verejného obsluzného
systétmu so Specidlnym zameranim na Erlenkotterov pristup K rieSeniu kapacitne
neobmedzenej umiestiiovacej ulohy. Erlenkotterov pristup je zalozeny na poznatkoch
Z tedrie duality a vyuzitiu dudlneho rieSenia k ziskaniu dolnej a hornej hranice rieSenia.
V predkladanej dizertanej praci prezentujem dva pristupy krieSeniu ulohy navrhu
verejného obsluzného systému s vyuzitim Erlenkotterovho pristupu. Semi-exaktny
iterativny pristup je zalozeny na transformacii lohy s obmedzenym poctom vybudovanych
stredisk na kapacitne neobmedzent umiestfiovaciu tlohu pomocou Lagrangeovej relaxacie
p-medianovej podmienky. Zovseobecneny exaktny pristup je zaloZeny na zovSeobecneni
Erlenkotterovho pristupu na rieSenie ulohy s obmedzenym poctom vybudovanych stredisk.
Navrhnuté pristupy st porovnané z hladiska néaroc¢nosti na vypoctovy Cas a presnosti

najdeného riesenia.

KPacové slova: navrh verejného obsluzného systému, umiestiiovacia uloha, Erlenkotterov
pristup, Lagrangeova relaxacia, metdda vetiev a hranic, zovSeobecneny exaktny pristup,

semi-exaktny iterativny pristup, kompozi¢ny pristup



Abstract

BENDIK, JAN: Designing the public service systems with an exact optimization core
[dissertation thesis] - University of Zilina. Faculty of Management Science and Informatics;
Department of Mathematical Methods and Operations Research. - Supervisor: Prof. RNDr.
Jaroslav Janacek, CSc. - Qualification level: Philosophiae doctor in the study field 9.2.9
Applied Informatics. Zilina: FRI ZU in Zilina, 2016.

The target of this dissertation thesis is to do research in field of the applied informatics based
on designing the public service systems with an exact optimization core. Designing the
public service system represents NP-hard problem consisting in solving the p-median
location problem. The thesis contains some of the current approaches to the solving the
public service system design with the special fixation on the Erlenkotter approach to the
solving uncapacitated facility location problem. Erlenkotter approach is based on
knowledges from the theory of duality and using dual solution to obtaining the lower and
upper bound of solution. | present two approaches to solving the p-median location problem
with using Erlenkotter approach in the presented dissertation thesis. Semi-exact iterative
approach is based on the transformation of the p-median location problem to the
uncapacitated facility location problem by Lagrangean relaxation of the p-median condition.
Generalized exact approach is based on the generalization of Erlenkotter approach to the
solving the p-median location problem. The proposed approaches are compared in terms of

demands on the computational time and accuracy of the obtained solution.

Keywords: Public service system design, location problem, Erlenkotter approach,
Lagrangean relaxation, branch and bound method, generalized exact approach, semi-exact
iterative approach, compositional approach.
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Zoznam pouzitych skratiek a oznaceni

Benchmark - Testovaci priklad

BBDual - Exaktny algoritmus na rieSenie kapacitne neobmedzenej umiestiiovacej
ulohy

CDA - Correction Dual Ascent (korekény algoritmus dualneho vzrastu)

DA - Dual Ascent (Algoritmus dualneho vzrastu)

DAD - Dual Adjustment (Algoritmus dualnych tGprav)

DH - Doln4 hranica

ES - Exact solution (exaktné rieSenie)

ICDA - Increment Correction Dual Ascent (inkrementacny korekény dudlny
algoritmus)

IP - Integer programming (celoc¢iselné programovanie)

XPRESS-IVE - univerzélny IP solver

HH - Horna hranica

LP - Linear programming (Linearne programovanie)

PC - Personal computer (osobny pocitac)

pMBBDual - Semi-exaktny iterativny algoritmus na rieSenie tlohy navrhu verejného

obsluzného systému
pMedBBDual - Zovseobecneny exaktny algoritmus na rieSenie tlohy navrhu verejného

obsluzného systému

RAM - Random access memory (operacnéd pamat’)

SPR - Systém pre podporu rozhodovania

SR - Slovenska republika

UFLP - Uncapacitated facility location problem (kapacitne neobmedzena

umiestiiovacia uloha)
VOS - Verejny obsluzny systém
ZEBRA - Z-Erlange and BRanch Algoritmus




1 Uved do problematiky

V redlnych situdciach sa stretivame s roznymi obsluznymi systémami, ktoré sa stali
sticastou nasSho zivota. Podla [27] sa obsluzny systém chape ako sustava na scba
nadvézujucich dopravnych, vyrobnych, manipulac¢nych aj informacnych ¢innosti sliziacich
na zabezpecenie potrieb zakaznikov v danom mieste a ¢ase zo zdrojov obsluhy, pomocou
ktorych mozno ich potreby uspokojit. Obsluzné systémy moédzeme rozdelit’ na sikromné
obsluzné systémy a verejné obsluzné systémy. Pri verejnych obsluznych systémoch plati, ze
sluzba musi byt’ dostupna pre vSetkych zakaznikov. Pri sikromnych obsluznych systémoch
je hlavnym cielom maximalizacia zisku majitel'a systému. To méze viest’ k minimalizacii
nakladov na uspokojenie poziadaviek casti zakaznikov, teda tych, z ktorych je nejaky zisk.
Potreba navrhu réznych obsluznych systémov vyplyva zo vzniku novych potrieb alebo zo
zmien vonkajsich podmienok. V navrhu obsluzného systému vystupuje mnozina zakaznikov
a mnozina kandidatov na umiestnenie stredisk. Vyberaju sa strediska z mnoziny kandidatov
a priradzuji sa im zakaznici, ktori si zvéac¢sa rozptyleni v rdmci obsluhovaného tizemia.
Obsluha zékaznika sa vzdy uskutociiuje z najblizSieho strediska. NajcastejSou Ulohou
navrhu verejného obsluzného systému je urCenie optimélneho rozmiestnenia stredisk.
Urcenie optimalneho rozmiestnenia stredisk je rozsiahla kombinatoricka tloha s vyuzitim
poznatkov z matematického programovania, ktora patri do kategorie NP-t'azkych tloh [25],
[26]. V tlohe navrhu verejného obsluzného systému je mozné kvalitu rieSeni vyhodnocovat’
pomocou réznych kritérii. Systémové kritérium zohladiiuje minimalizaciu stc¢tu nakladov
spojenych S vybudovanim stredisk a obsluhou zdkaznikov. Minimaxové Kkritérium
zohl'adnuje polohu najhorSieho zakaznika k najblizSiemu stredisku. Kritérium solidarnosti
zohl'adituje férovost’ zabezpecenia obsluhy zdkaznika. V praxi to znamena, Ze ak nie je
sluzba dostupna z najblizSieho umiestnené¢ho strediska, bude sluzba dostupnd z druhého
najbliz§iecho umiestnen¢ho strediska obsluhy. Navrh verejného obsluzného systému moéze
obsahovat' rozne obmedzenia. Tieto obmedzenia zavisia od Specifikacie obsluzného
systému. Z ekonomického alebo technologického hladiska moze tymto obmedzenim byt
napriklad obmedzenie poctu vybudovanych stredisk obsluhy. Toto obmedzenie mézeme
povazovat’ za kapacitné obmedzenie, kedy ndm financné prostriedky neumoziuju

vybudovat’ viac stredisk.




Moj vyskum sa bude zaoberat’ metdédami navrhov verejného obsluzného systému
s vyuzitim informatickych prostriedkov. Tento navrh verejného obsluzného systému spociva
V rieSeni umiestiovacej tlohy s obmedzenym poctom vybudovanych stredisk.

Mojim vedeckym cielom spojenym s rieSenim spomenutej Glohy je zistit’ do akej miery
je mozné a vyhodné vyuzit’ k rieSeniu Erlenkotterov pristup, ktory bol v minulosti ispesne
pouziti na rieSenie kapacitne neobmedzenej umiestiiovacej tlohy. Tento pristup realizujem
pomocou metddy vetiev a hranic so $pecidlnym pristupom k vypoctu dolnej hranice. Budem
sa snazit’ zovseobecnit’ Erlenkotterov pristup na pripad umiestiovacej tlohy s obmedzenym
poctom vybudovanych stredisk, analyzovat mozné pristupy k rieSeniu prislusnej
umiestiovacej ulohy, navrhnGt’ uc¢inné algoritmy pre ich realizaciu, implementovat’ ich a

vykonat’ vyskum ich spréavania.
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2 Sucasny stav rieSenej problematiky
2.1 Umiestiniovacia dloha a jej aplikacie
2.1.1 Matematicka formulacia umiestiiovacej ulohy

Na danom uGzemi je potrebné optimalne rozmiestnit’ strediska obsluhy pre obsluhu
zakaznikov v uzloch j z mnoziny J, pricom tieto strediska obsluhy je mozné umiestnit’ iba
v miestach i z mnoziny I. Aj jedno stredisko umiestnené v ktoromkol'vek uzle z mnoziny |
je schopné obsluzit' vsetkych zakaznikov. Uloha spodiva v minimalizacii celkovych
nakladov, ktoré zahinaju fixné naklady fi spojené s umiestnenim strediska v mieste i a
naklady Cij na uspokojenie poziadaviek zakaznika j z miesta i. Podmienkou je, aby kazdy
zakaznik bol priradeny niektorému z vybudovanych stredisk, z ktorého bude obsluzeny.
Pocet vybudovanych stredisk je maximalne p.

Takto definovana tloha je umiestiovacou ulohou sobmedzenym poctom
vybudovanych stredisk. V danej ulohe predstavuje | mnozinu kandidatov, kde je mozné
umiestnit’ stredisko a J mnozinu vSetkych zakaznikov. Pracuje sa tu sdvomi druhmi
rozhodnuti. Rozhodnutia 0 umiestneni resp. neumiestneni strediska v mieste i z mnoziny |,
ktoré st v modeli modelované sadou bivalentnych premennych yi, ktoré nadobudaju hodnotu
yi rovnu jednej, ak umiestnime stredisko v mieste i z mnoziny |. Premenné y; st rovné nule,
ak neumiestnime stredisko v mieste i z mnoziny |I. Rozhodnutia o priradeni resp. nepriradeni
zékaznikov j z mnoziny J K stredisku i z mnoziny | s modelované sadou premennych zjj,
kde zijj st rovné jednej, ak priradime zakaznika j ¢ J Kk stredisku i z mnoziny |. Premenné zjj
st rovné nule, ak nepriradime zékaznika j z mnoziny J K stredisku i z mnoziny |. Naklady
spojené s uspokojenim poziadavky zakaznika j z mnoziny J z miesta i z mnoziny | st
modelované konStantami Cjj. Konstanty fi predstavuju fixné naklady na udrZzanie obsluzného
strediska v mieste i z mnoziny |. Konstanta p udava horné ohranic¢enie poétu vybudovanych
stredisk. Matematicky model umiestiiovacej tlohy S obmedzenym poctom umiestnenych

stredisk vyzera potom nasledovne (2.1.01) — (2.1.06):

Minimalizujte Zfi yi + Z Z Cij Zij (2.1.01)

i€l iel jeJ
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Za podmienok: Zzij =1 prej €] (2.1.02)

i€l

Zij S Y prei€l, jE€] (2.1.03)
Z)’i =p (2.1.04)
i€l

y; €{0,1} prei €l (2.1.05)
z;; €{0,1} prei €, je] (2.1.06)

Utelova funkcia (2.1.01) predstavuje celkové naklady uspokojenia poziadaviek
zakaznikov a vybudovania stredisk, ktoré minimalizujeme. Podmienky (2.1.02)
zabezpeCuju, aby kazdy zakaznik j z mnoziny J bol priradeny k prave jednému
vybudovanému stredisku i z mnoziny |. Podmienky (2.1.03) zabezpecuju, aby nebolo mozné
priradit’ zakaznika j z mnoziny J miestu (kandidatovi na umiestnenie strediska), kde
stredisko nie je vybudované. Vybudovanie maximalne p stredisk zabezpecuje podmienka

(2.1.04). Podmienky (2.1.05) a (2.1.06) urc¢uju obor hodnét rozhodovacich premennych.
2.1.2 Aplikacie umiestiiovacej ulohy

Umiestiiovaciu tlohu S obmedzenym poctom vybudovanych stredisk mézeme oznacit’
ako kombinaciu kapacitne neobmedzenej umiestiiovacej tlohy a tlohy p-medianu. V nizsie
uvedenych tlohach bude obsluzny systém pozostavat’ z mnoziny J zdkaznikov a Z mnoZiny
| moznych umiestneni stredisk. Zakaznici aj kandidati na stredisko obsluhy st nachadzaja
v uzloch, ktoré st rozmiestnené na danom tUzemi. Obsluhované uzemie ma svoju
infrastrukturu, kde uzly spolu susekmi spojujucimi tieto uzly tvoria dopravnu siet
obsluhovanej oblasti. Rozhodnutia, ktoré je treba urobit’ pre ziskanie riesenia danych tloh

st nasledovné:

e rozhodnutie 0 umiestneni alebo neumiestneni strediska v mieste i z mnoziny |

e rozhodnutie o priradeni alebo nepriradeni zakaznika j z mnoziny J k stredisku i z

mnoZiny |

12



Vo vsetkych nizSie uvedenych ulohach v tejto kapitole budu rozhodnutia 0 umiestneni
resp. neumiestneni stredisk obsluhy v mieste i z mnoziny | modelované sadou bivalentnych
premennych Vi , ktoré nadobudaju hodnotu Yyi rovnu jednej, ak umiestnime stredisko
v mieste i ahodnotu y; rovna nule, ak neumiestnime stredisko v mieste i. Rozhodnutia
0 priradeni resp. nepriradeni zakaznikov j k stredisku i budi modelované sadou bivalentnych
premennych zjj, kde hodnoty zjj st rovné jednej, ak priradime zakaznika j k stredisku

I. V opa¢nom pripade st hodnoty zjj nulové.

Uloha p-medidnu

RieSme umiestiiovaciu ulohu s obmedzenym poctom vybudovanych stredisk
s nasledovnymi tdajmi. Fixné naklady fi st rovné nule pre vSetky i z mnoziny | v G¢elovej
funkcii (2.1.01), teda 0 nich neuvazujeme. Konstanty Cjj st rovné dij a udavaju vzdialenost’
zakaznika j od mozného strediska i. Takto formulovana tloha je tloha p-medianu, ktora je
najcastejSou ulohou navrhovania Struktiry verejnych obsluznych systémov.

Ulohu p-medianu [44] je moZné vieobecne definovat ako vyber najviac p stredisk
z mnoziny | kandidatov na umiestnenie strediska tak, aby celkové naklady na obsluhu
byvaju priamo umerné vzdialenosti djj, teda minimalizuje sa sucet vzdialenosti medzi
zakaznikmi a ich obsluhujucimi strediskami. Matematicky model ulohy p-medianu je potom

formulovany nasledovne (2.1.07) — (2.1.12):

Minimalizujte Z Z dij z;j (2.1.07)
il jej

Za podmienok: Zzij =1 prej €] (2.1.08)
i€l
Zij <y prei€l, je€]J (2.1.09)
Z}’i sp (2.1.10)
i€l
y; € {0,1} prei €1 (2.1.11)
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z;; €{0,1} prei €, j€E] (2.1.12)

Ugelova funkcia (2.1.07) udava celkové naklady medzi zakaznikmi a ich obsluhujicimi
strediskami, ktori minimalizujeme. Podmienky (2.1.08) zabezpecuju, aby kazdy zakaznik j
z mnoziny J bol priradeny k prave jednému vybudovanému stredisku i z mnoziny I.
Podmienky (2.1.09) zabezpecuju, aby nebolo mozné priradit’ zakaznika j z mnoziny J
k nevybudovanému stredisku i z mnoziny |. Vybudovanie maximalne p stredisk zabezpecuje
podmienka (2.1.10). Podmienky (2.1.11) a (2.1.12) urcuji obor hodnét rozhodovacich
premennych. RiesSit’ ulohu p-medidnu je mozné réznymi pristupmi. Tieto pristupy su

popisané v zdrojoch [41] a [45] .

Uloha vazeného p-medianu

Majme nasledovny priklad. Je zadana mnozina | moznych umiestneni poziarnych
jednotiek a mnozina J obsluhovanych obci, kde kazda obec j ma bj stavieb, v ktorych moze
vzniknit' poziar. Nech konStanty tij oznacuju ¢as potrebny na prekonanie vzdialenosti medzi
moznym umiestnenim iaobcou j. Uréte tak Struktaru obsluzného systému zlozeného
Z najviac p poziarnych stanic, aby priemerna doba zasahu bola ¢o najmensia.

Ak vychadzame z umiestiovacej lohy s obmedzenym po¢tom vybudovanych stredisk,
potom to znamena zanedbanie fixnych ndkladov, podobne ako pri tlohe p-medianu. Naklady
Cij by boli priamo timerné suc¢inu bj a tij, ako ¢asové naklady na obsluhu zakaznikov. Takto
formulovana tiloha sa oznacuje ako uloha vazeného p-medianu [44] a jej matematicky model

vyzera nasledovne (2.1.13) — (2.1.18):

Minimalizujte ZZ tijbj zij (2.1.13)
i€l jej

Za podmienok: Zzij =1 prej €] (2.1.14)
i€l
zij < Y prei€l, je€]J (2.1.15)
Z)’i =p (2.1.16)

i€l
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y; €{0,1} prei €l (2.1.17)
z;; €{0,1} prei €1, j€E]J] (2.1.18)

Ucelova funkcia (2.1.13) udava celkovy sucet vietkych ¢asov, ¢o je priamo imerné
priemernej vzdialenosti medzi zakaznikmi a ich obsluhujucimi strediskami, ktora
minimalizujeme. Podmienky (2.1.14) zabezpecuju, aby kazdy zakaznik j z mnoziny J bol
priradeny k prave jednému vybudovanému stredisku iz mnoziny |. Podmienky (2.1.15)
zabezpeCuju, aby nebolo mozné priradit’ zakaznika j z mnoziny J K nevybudovanému
stredisku i z mnoziny |. Vybudovanie maximalne p stredisk zabezpecuje podmienka

(2.1.16). Podmienky (2.1.17) a (2.1.18) urcuji obor hodndt rozhodovacich premennych.

Uloha p-centra

Majme tGlohu p-medianu, ktora minimalizuje sucet vzdialenosti medzi zakaznikmi a ich
obsluhujicimi strediskami. Modifikujme tato ulohu (2.1.07) — (2.1.12), tak aby sme
minimalizovali vzdialenost’ najhorsie postaveného zakaznika k najblizSiemu obsluznému
stredisku. Takto formulovana tloha je uloha p-centra [44]. Modelujme horny odhad
vzdialenost’ najhorSie postaven¢ho zdkaznika od najblizSieho obsluzného strediska

rozhodovacou premennou h. Matematicky model takejto Glohy (2.1.19) — (2.1.26) vyzera

nasledovne:
Minimalizujte h (2.1.19)
Za podmienok: dijzij <h prei€l, je€] (2.1.20)
Zzij =1 prej €] (2.1.21)
i€l
Zij <Y prei€l, jeE]j (2.1.22)
Z VisPp (2.1.23)
i€l
y; €{0,1} prei €1 (2.1.24)
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z;; €{0,1} prei €1, j€E] (2.1.25)
h=0 (2.1.26)

Ucelova funkcia (2.1.19) zhora obmedzuje vietky vzdialenosti od zakaznika k jemu
priradenému stredisku. Podmienky (2.1.20) zabezpecuju, aby minimalna vzdialenost’
priradeného zakaznika k najblizSiemu stredisku bola maximalne h. Podmienky (2.1.21)
zabezpecuju, aby kazdy zakaznik j z mnoziny J bol priradeny k prave jednému
vybudovanému stredisku i z mnoziny |. Podmienky (2.1.22) zabezpecujt, aby nebolo mozné
priradit’ zdkaznika j z mnoziny J K nevybudovanému stredisku i z mnoziny |. Vybudovanie
maximalne p stredisk zabezpeCuje podmienka (2.1.23). Podmienky (2.1.24) — (2.1.26)
urcéuji obor hodnoét rozhodovacich premennych. Metody rieSenia ulohy p-centra su blizsie

popisané v zdroji [21].

Umiestiiovacia uloha s lexikografickym min-max kritériom

Majme nasledovny priklad: Je zadana mnozina moznych umiestneni jednotiek
zachrannej sluzby | a mnozina obsluhovanych obci J, kde kazda obec j ma bj zékaznikov, z
ktorych kazdy moze poziadat’ o lekarsku pomoc. Nech kons$tanty dij oznacuju vzdialenosti
medzi moznym umiestnenim iaobcou j. Uréte Struktaru obsluzného systému zloZeného
znajviac p jednotiek zachrannej sluzby, aby dostupnost’ vsetkych zakaznikov mala
najvacsiu mieru férovosti podla zdroja [42].

Takto definovana tloha predstavuje umiestiiovaciu ulohu s lexikografickym min-max
kritériom ako ulohu navrhu obsluzného systému s férovym pristupom. Zaklady
lexikografického pristupu polozili Ogryczak a Sliwinski v zdroji [42]. Lexikograficky
pristup predstavuje minimalizovanie vzdialenosti vSetkych zakaznikov pri re$pektovani
najmensej vzdialenosti najhorsie polozeného zakaznika. Lexikograficky pristup sa zaklada
na vytvoreni vektora D = (Dy,Dy,...,Dpax, ), ktory tvori usporiadanti postupnost
vzdialenosti zakaznika ] K moznym umiestneniam stredisk i udavanych v matici vzdialenosti
C =(djj), pricom st odstranené vSetky mozné duplicity. Ziskana postupnost’ (2.1.27) je
pouzita pri konstrukcii mnoziny kritickych umiestneni ljy (2.1.28) v iteraénom kroku u pre

zakaznika |.

0 =Dy <D< .. <Dy =max{d:iel} (2.1.27)
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Iy={ield;=Dy} u=0.k—-1, j€] (2.1.28)

Matematicky model pre u-ty krok v rieseni umiestiiovacej ulohy s lexikografickym min-max

kritériom je formulovany nasledovne (2.1.29) — (2.1.35):

Minimalizujte Z Z b; z;; (2.1.29)
JeEJi Eljy

Za podmienok: ZZU- =1 prej €] (2.1.30)
i €l
Zij <y prei €, je] (2.1.31)
Z)’i =p (2.1.32)
i€l
z z bjzij < F, prev=0,,,u—1 (2.1.33)
JEJI Eij
y; €{0,1} prei €1 (2.1.34)
z;; € {0,1} prei €1, j€E]J (2.1.35)

Ucelova funkcia (2.1.29) uddva minimalizaciu poziadaviek hrani¢nych zakaznikov.
Podmienky (2.1.30) zabezpecuju, aby kazdy zakaznik j z mnoziny J bol priradeny k prave
jednému vybudovanému stredisku i z mnoziny I. Podmienky (2.1.31) zabezpecujt, aby
nebolo mozné priradit’ zdkaznika j z mnoziny J K nevybudovanému stredisku i z mnoziny
I. Vybudovanie maximalne p stredisk zabezpeCuje podmienka (2.1.32). V podmienkach
(2.1.33) hodnota Fy predstavuje hodnotu ucelovej funkcie (2.1.29) ziskanu
Vv predchadzajucom kroku. Podmienky (2.1.33) udavaji pocet zdkaznikov, ktori budi mat’
vzdialenost’ Dk.y od priradeného strediska. Podmienky (2.1.34) a (2.1.35) urcuju obor hodnot

rozhodovacich premennych.
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Tento iterativny pristup po konecnom pocte krokov zabezpefi moznost’ oddelenia
najhorsie postavenych zakaznikov od ostatnych zakaznikov, ktorych postavenie je mozné

zlepsit'. Najdenie zlepSenia predstavuje posledny krok lexikografického pristupu.

Kapacitne neobmedzena umiestiiovacia uloha (UFLP)

Uloha spoéiva v minimalizacii celkovych nakladov, ktoré zahrituji fixné naklady f;
spojené s umiestnenim strediska v mieste i a naklady cij na uspokojenie poziadaviek
zakaznika j z miesta i. Podmienkou je, aby kazdy zakaznik bol obsltzeny, t.j. musi byt
priradeny niektorému z vybudovanych stredisk. Naklady spojené s uspokojenim poziadavky
zakaznika | z mnoziny J z miesta i z mnoziny | st modelované konstantami Cjj. Konstanty fi
predstavujt fixné naklady na udrzanie obsluzného strediska v mieste i z mnoziny I.

Tato tloha je modifikaciou umiestiiovacej tlohy s obmedzenym poctom vybudovanych
stredisk, priCom tato modifikacia spo¢iva v zanedbani p-medianovej podmienky (2.1.04).
Zanedbanim tejto podmienky sme formulovali kapacitne neobmedzenu umiestiiovaciu ulohu

s nasledovnym matematickym modelom (2.1.36) — (2.1.40):

Minimalizujte Zfi yi + Z Z Cij Zij (2.1.36)

i€l i€l jeJ

Za podmienok: ZZU =1 prej €] (2.1.37)
i€l
Zij <y prei €I, je] (2.1.38)
y; €{0,1} prei €l (2.1.39)
z;; €{0,1} prei €I, j€E] (2.1.40)

Utelova funkcia (2.1.36) vyjadruje celkové néklady uspokojenia poziadaviek
zakaznikov a vybudovania stredisk, ktoré minimalizujeme. Podmienky (2.1.37)
zabezpeCuju, aby kazdy zakaznik j z mnoziny J bol priradeny k prave jednému
vybudovanému stredisku i z mnoziny I. Podmienky (2.1.38) zabezpecuju, aby nebolo mozné
priradit’ zakaznika j z mnoziny J Kk stredisku i z mnoziny I, ktoré nie je vybudované.

Podmienky (2.1.39) a (2.1.40) ur¢uju obor hodnot rozhodovacich premennych.
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Uloha navrhu distribu¢ného systému

Pod pojmom distribu¢ny systém podl'a zdroja [32] chapeme druh dopravného systému
zabezpecujuceho prepravu tovaru zjedného alebo niekol’ko primarnych zdrojov
k zakaznikom. Tato preprava tovaru moze byt priama alebo sa mdze jednat’ o prepravu
s prekladkou. Struktaru distribuéného systému uruje mnoZzina zikaznikov, mnoZina
primarnych zdrojov, mnozina prekladok, ktoré st oznacované ako terminaly, a taktiez aj
toky tovaru medzi nimi. Prekladkové miesto mdze byt realizované aj vo forme skladu.
Jednotkové naklady medzi primarnym zdrojom a skladmi na prepravu jednotky tovaru na
jeden kilometer st podstatne mensie ako jednotkové naklady na prepravu jednotky tovaru
na jeden kilometer medzi skladmi a zakaznikmi. To je aj predpoklad toho, aby malo zmysel
tieto prekladkové miesta resp. sklady vobec budovat. Na ziklade tohto predpokladu je
prevoz tovaru z primarneho zdroja ku skladom realizovany hromadnou prepravou, ked’ sa
prevaza vel’ké mnozstvo tovaru naraz. Tato preprava je zvycajne realizovana kyvadlovymi
jazdami. Prevoz tovaru zo skladov k zakaznikom sa uskutoéniuje vlastnou distribuciou. Tato

distribucia je realizovana bud’ kyvadlovymi alebo okruznymi jazdami.

-

< Prim Ay droj

, Jednotkové dopravné naklady
/ \ hromadnej dopravy edp;

< skadl > < Skad/ Fixné naklady f;

-
B o >
—
"vi \ ( l '\
,"/ [\ \

Manipulaéné naklady g;

.‘ /| | Jednotkove dopravné naklady
" /| \ O\ viastnej distribucie eod;
|

‘ ‘ ‘ ‘ ‘l \‘ ‘ Zakaznici

Obr. 1 Distribu¢ny systém s relevantnymi nakladmi

V distribu¢nom systéme sa stretavame S roznymi relevantnymi nakladmi (vid’ Obr. 1).
Fixné naklady fi suvisia s vybudovanim skladu v mieste i, manipula¢né naklady gi stivisia
s manipulaciou s tovarom v sklade, t.j. s vykladkou, uskladnenim, nakladkou, atd’. Dopravné

naklady hromadnej prepravy na prevoz tovaru z primarneho zdroja do skladov st priamo
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umerné sucinu jednotkovych nakladov e: na jeden kilometer prevezené¢ho tovaru
z primarneho zdroja k skladom avzdialenosti dpi primarneho zdroja p K jednotlivym
skladom i. Dopravné naklady vlastnej distribtcie na prevoz tovaru zo skladov k zakaznikom
st priamo iimerné sucinu jednotkovych nakladov ep na jeden kilometer prevezeného tovaru
zo skladu k zakaznikom avzdialenosti dij skladu iod zikaznika j. Ulohu navrhu
distribu¢ného systému je mozné popisat’ umiestiiovacou ulohou, kde matematicky model

ulohy vyzera nasledovne (2.1.41) — (2.1.45):

Minimalizujte Zfiyi + ZZ( e1dy; + eod;j + gi)bj Zij (2.1.41)
i€l i€l jej

Za podmienok: Z zij=1 prej €] (2.1.42)
i€l
Zij <y prei €I, je] (2.1.43)
y; €{0,1} prei €1 (2.1.44)
z;; €{0,1} prei €1, j€E]J] (2.1.45)

Ugelova funkcia (2.1.41) uréuje celkové naklady na prevadzku distribuéného systému,
ktoré minimalizujeme. Podmienky (2.1.42) zabezpecuju, aby kazdy zakaznik j z mnoziny J
bol priradeny k prave jednému miestu, kde je vybudované stredisko i z mnoziny I.
Podmienky (2.1.43) zabezpecuju, aby nebolo mozné priradit’ zakaznika j z mnoziny J K
stredisku i z mnoziny I, ktoré nie je vybudované. Podmienky (2.1.44) a (2.1.45) urcuji obor

hodno6t rozhodovacich premennych.

2.2 Prehlad exaktnych a semi-exaktnych metod rieSenia

RieSit umiestiiovacie ulohy alebo vysSie spominané ulohy je mozné pomocou
exaktnych metod, semi-exaktnych metod, heuristik alebo metaheuristik. Exaktné metody
rieSenia umoziuju ziskat' optimalne rieSenie zvolenej ulohy. Semi-exaktné metody

poskytuju zvicsa optimalne rieSenie. Ak semi-exaktnad metdda neziska optimalne rieSenie,
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ziskané riesenie je vel'mi dobré suboptimalne riesenie, blizke k optimalnemu rieseniu. Semi-
exaktna metdda nevie zarucit' ziskanie optimalneho rieSenia vo vSetkych pripadoch, ale
poskytuje dolni hranicu rieSenej ulohy atym moznost zniZzenia gapu. Pod gapom
rozumieme rozdiel medzi hodnotou ziskaného suboptimalneho rieSenia a dolnou hranicou
rieSenej ulohy. Heuristické metody umoznuji ziskat dobré rieSenie, ale ich najvicSou
nevyhodou je moznost’ uviaznutia v lokalnom minime. Ttto nevyhodu uviaznutia odstranuju
do istej miery metaheuristické metddy zalozené na réznych principoch. Ako heuristické tak
aj metaheuristické pristupy vsak poskytuju vysledné rieSenie, ktoré moze byt vzdialené od
optimalneho rieSenia a naviac neposkytuju odhad tejto vzdialenosti. V tejto kapitole by sme
chceli blizsie popisat’ exaktné a semi-exaktné metody riesenia, ktoré sa pouzivaju na rieSenie

uloh névrhu verejného obsluzného systému.
2.2.1 Erlenkotterov pristup ku kapacitne neobmedzenej umiestiiovacej tilohe

Erlenkotterov pristup je exaktnym pristupom na rieSenie kapacitne neobmedzenej
umiestinovacej ulohy (UFLP). Tento pristup je zalozeny na metdde vetiev a hranic a bol
navrhnuty v roku 1978 a publikovany v zdroji [22] pod nazvom DualLoc. Modifikaciou
tohto pristupu bola vytvorena na Katedre dopravnych sieti Fakulty riadenia a informatiky
verzia BBDual popisana v zdroji [33]. Tento pristup vychadza z teoérie duality [31], z ktorej
vyplyva, ze dualny model tlohy mézZeme definovat’ pre kazdu linearnu ilohu matematického

programovania bez celo¢iselnych premennych.

Metoda vetiev a hranic

Metoda vetiev a hranic je jednou z metdd rieSenia Uloh celoCiselného linearneho
programovania. Princip tejto metody spociva v prehladavani a deleni mnoziny moznych
rieSeni. Rozdel'ovanim tejto mnoZiny vznika Ciastone usporiadany stubor, ktorého prvky
tvoria podmnoziny mnoZiny pripustnych rieSeni. Tento sibor je oznacovany ako strom
rieSeni, pripadne strom prehladdvania. Koren stromu je tvoreny mnozinou vSetkych
pripustnych rieSeni a jednotlivé vrcholy stromu predstavuju jej podmnoziny. Uvedeny strom
rieSeni sa vytvara postupne, kde v kazdom kroku je vyberany vrchol stromu rieseni, ktory
bol vytvoreny, ale doposial’ nespracovany a tento vrchol je spracovavany. Na pociatku
prehl'adavania je jedinym vytvorenym, ale nespracovanym vrcholom stromu rieSenia koren

stromu. Spracovanie vrcholu stromu rieSenia vedie K jednému z troch pripadov:
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1. V spracovavanom vrchole stromu rieSeni sme zrieSeni obsiahnutych
v danom vrchole nasli najlepsie rieSenie.

2. Zistili sme, ze vrchol stromu rieSeni neobsahuje optimalne rieSenie tlohy
a moze byt z prehl'adavania vyradeny.

3. Doslo k vytvoreniu aspont dvoch novych nespracovanych vrcholov.

Pri spracovavani stromu rieSeni sa uchovava hodnota ucelovej funkcie doposial
najlepSieho najdeného celociselného rieSenia. Tato hodnota udava hornt hranicu ucelove;j
funkcie optimalneho rieSenia celej tlohy. Nasledne je pre kazdy novovytvoreny vrchol
ziskana dolna hranica hodnoty ti¢elovej funkcie najlepSieho rieSenia z rieSeni obsiahnutych
v danom vrchole. Spracovavany vrchol nemdze obsahovat’ lepsie rieSenie, ak dolna hranica
rieSenia spracovavaného vrcholu je vyssia ako hodnota ucelovej funkcie doposial’ najdeného
celo¢iselného riesenia, teda je vrchol vyluceny z procesu prehl'adavania. Ak je dolna hranica
vrcholu rovnaka ako hodnota ucelovej funkcie rieSenia, ide o najlepSie rieSenie zO
spracovavaného vrcholu. Danym rieSenim sa aktualizuje doposial’ najlepSie najdené rieSenie
a vrchol je vyluceny z d’alSieho prehl'addvania. Ak sa vrchol stromu rieSeni nedéd vylucit,
v takomto pripade spracovavany vrchol obsahuje lepsie rieSenie ako to, ktoré sme doposial’
ziskali avetvenim je spracovany vrchol rozdeleny aspoii na dve nové, doposial
nespracované, vrcholy stromu rieseni. Proces vytvarania a prehl'adavania stromu rieSeni sa
neustale opakuje, dokial’ sa nespracuju vSetky nespracované vrcholy stromu rieSeni.
Optimalnym rieSenim ulohy je po spracovani vSetkych vrcholov stromu doposial’ najlepSie
najdené rieSenie.

Podla [27] a [31] je realizacia principu metody vetiev a hranic mozna viacerymi
sposobmi. Ak chceme skonStruovat’ konkrétny algoritmus, je potrebné Specifikovat

nasledovné vlastnosti:

1. Sposob vetvenia

2. Vypocet dolnej hranice hodnot Gcelovej funkcie rieSenia zo spracovavaného
vrcholu

3. Metddu najdenia celoc¢iselného pripustného riesenia vrcholu pre aktualizaciu

hornej hranice
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4. Schému prehladavania stromu rieSeni - poradie spracovania vytvorenych

doposial’ nespracovanych vrcholov

Matematicky model kapacitne neobmedzenej umiestiiovacej ilohy

Modelovana uloha spociva v minimalizécii celkovych nakladov, ktoré zahfiaja fixné
naklady fi spojené s umiestnenim strediska v mieste 1 a naklady cij na uspokojenie
poziadaviek zakaznika j z miesta i. Podmienkou je, aby kazdy zakaznik bol obslizeny, t.j.
musi byt’ priradeny niektorému z vybudovanych stredisk. Naklady spojené s uspokojenim
poziadavky zakaznika j z mnoziny J z miesta i z mnoziny | st modelované konstantami Cij,
ktoré su nezaporné. Konstanty fi predstavuji fixné naklady na udrzanie obsluzného
strediska v mieste i z mnoziny I, ktorych hodnoty st nezaporné.

V danej tlohe predstavuje | mnozinu kandidatov, kde je mozné umiestnit’ stredisko i a
J mnozinu vSetkych zakaznikov j. Stretavame sa tu s dvomi rozhodnutiami. Rozhodnutie
0 umiestneni resp. neumiestneni Strediska v mieste iz mnoziny I, ktoré je v modeli
modelované bivalentnou premennou Vi , ktora nadobtida hodnotu Y; rovnt jednej, ak
umiestnime stredisko v mieste i z mnoziny la yi rovni nule, ak neumiestnime stredisko
vV mieste i z mnoziny | . Rozhodnutie 0 priradeni resp. nepriradeni zakaznika j z mnoziny J
k stredisku i z mnoziny | je modelované premennou zjj , Kde zj; je rovné jednej, ak priradime
zakaznika j z mnoziny J K stredisku i z mnoziny | a zjj je rovné nule , ak nepriradime

zékaznika j z mnoziny J K stredisku i z mnoziny |. Matematicky model vyzera nasledovne
(2.2.01) — (2.2.05):

Minimalizujte Zfi yi + Z z Cij Zij (2.2.01)

i€l i€l jeJ

Za podmienok: z zij=1 prej €] (2.2.02)
i€l
Zij <Y prei €, j€E] (2.2.03)
y; €{0,1} prei €1 (2.2.04)
z;; €{0,1} prei €I, je] (2.2.05)
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Ugelova funkcia (2.2.01) vyjadruje celkové naklady uspokojenia poziadaviek
zakaznikov a vybudovania stredisk, ktoré minimalizujeme. Podmienky (2.2.02)
zabezpeCuju, 7ze¢ kazdy zakaznik j z mnoziny J bude priradeny k prave jednému
vybudovanému stredisku i z mnoziny I. Podmienky (2.2.03) zabezpecujt, aby nebolo mozné
priradit’ zdkaznika j z mnoziny J K stredisku i z mnoziny I, ktoré nie je vybudované.
Podmienky (2.2.04) a (2.2.05) urcuji obor hodnét rozhodovacich premennych.

Ked’ze rozhodovacie premenné maju celociselny obor hodnoét, tento model nazyvame
diskrétnym modelom kapacitne neobmedzenej umiestiiovacej ulohy . Na zaklade podmienky
(2.2.03), ktora hodnotou premennej y; zhora obmedzuje hodnotu premennej zjj, je mozné
obor hodndt premennej zij (2.2.05) zapisat’ v tvare (2.2.06) :

2;; =0 prei€l, j€J (2.2.06)

Uskuto¢nenie LP-relaxacie rozhodovacej premennej Yyi kapacitne neobmedzenej
umiestiiovacej ulohy [27] v modeli (2.2.01) — (2.2.04) , (2.2.06) auprava primarneho
matematického modelu kapacitne neobmedzenej umiestiiovacej tilohy zmenia model na

nasledovny tvar:

Minimalizujte Z fiyi + Z z Cij Zij (2.2.07)

€l i€l jeJ

Za podmienok: Z zij=1 prej €] (2.2.08)
i€l
Yi—2;20 prei€l, j€j (2.2.09)
y;i 20 prei €1 (2.2.10)
zj =0 prei €l, JE]J (2.2.11)

Utelova funkcia (2.2.07) vyjadruje celkové néklady uspokojenia poziadaviek
zakaznikov a vybudovania stredisk, ktoré minimalizujeme. Podmienky (2.2.08)
zabezpeCuju, ze kazdy zakaznik j z mnoziny J bude priradeny k prave jednému

vybudovanému stredisku i z mnoziny I. Podmienky (2.2.09) zabezpecuju, aby nebolo mozné
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priradit’ zakaznika j z mnoziny J K stredisku i z mnoziny I, ktoré nie je vybudované.

Podmienky (2.2.10) a (2.2.11) ur¢uja obor hodnot rozhodovacich premennych.

Dualny model LP-relaxacie kapacitne neobmedzenej umiestiiovacej alohy

Na zaklade teorie duality [31] je mozné skonStruovat’ k primarnemu modelu (2.2.07) —

(2.2.11) aj dualny model (2.2.12) — (2.2.16), ktory vyzera nasledovne:

Maximalizujte Z v; (2.2.12)
jEj

Za podmienok: Z wij < f; prei €1 (2.2.13)
je]
vj — Wij < Cij pre i €l ] E] (2214)
v; ER prej €] (2.2.15)
wij =0 prei €1, JE]J (2.2.16)

V dualnom modeli premenna Vj odpoveda podmienke (2.2.08) z primarneho modelu,
ktora zabezpecCuje, aby zakaznikovi j z mnoziny J bolo priradené prave jedno stredisko i z
mnoziny |. Premenna wij odpoveda Strukturalnej podmienke (2.2.09) z primarneho modelu,
ktora zabezpeci priradenie zakaznika len vybudovanym strediskam, teda kde yi je rovné
jednej. Premenné yi Vv primarnom modeli odpovedaju podmienkam (2.2.13). Premenné z;;
odpovedaju podmienkam (2.2.14). Premenné vj su neobmedzené dualne premenné s oborom
hodnét R. Ak si vyjadrime premennt Vj Z podmienky (2.2.14) podmienka bude vyzerat
nasledovne (2.2.17):

v; < cijtwy; prei€l, €] (2.2.17)

Premenna wij podl’a vztahu (2.2.16) a konstanta cijnadobudajt nezaporné hodnoty, teda
ich sucet nemdze byt zaporny. Aby tato podmienka vzdy platila, posta¢i, aby hodnota
premennej vj bola rovna nule. Ak sa pozrieme na ucéelovi funkciu (2.2.12), kde
maximalizujeme premenné vj, tak ziadna zapornd hodnota premennej Vj nam nezlepsi
rieSenie, ale vychadzame z toho, Ze ak hodnota premennej vj je rovna nule, sice rieSenie nam
to nezlepsi, no na druhej strane ani nezhorsi. Na zadklade dodrzania podmienok (2.2.17)

a snahe maximalizovat ucelova funkciu (2.2.12) nam postaCia nezaporné¢ hodnoty
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premennych vj, teda obmedzit' premenné vj na obor R*. Premenné wij podla (2.2.16)
nadobudaju nezaporné hodnoty. Ak si vyjadrime premennu wij z podmienky (2.2.14),

podmienka bude vyzerat’ nasledovne (2.2.18):
Wij = VU — ¢ prei €1, jJE] (2.2.18)

Ak podmienky (2.2.16) a (2.2.18) zluc¢ime, dokazeme vyjadrit’ hodnotu premennych wij
nasledovnym vztahom (2.2.17):

wi; = max{0,v; — ¢;;} prei€l, j€]J (2.2.19)

Aby sme ¢o najlepsie dokazali dodrzat’ podmienky (2.2.13), postacuje nam minimalna
hodnota premennej wij dana nasledovnym vzt'ahom:

wi; = max{0,v; — c;;} prei€l, je€j (2.2.20)

Zavedenim tejto substiticie do dudlneho modelu dostaneme redukovany dudlny model,
kde v modeli najdeme iba dualne premenné vj pre j z mnoziny J. Aby sme mali podmienky
v tvare rovnosti zavedieme doplnkové premenné Ui pre i z mnoziny |. Redukovany model

(2.2.21) — (2.2.24) potom vyzera nasledovne:

Maximimalizujte Z v (2.2.21)
jEj

Za podmienok: Zmax{o, vi—cj} +w=f; prei €1 (2.2.22)
j€]
v =20 prej €] (2.2.23)
u; =0 prei €1 (2.2.24)

Redukovany dualny model pozostava z ucelovej funkcie (2.2.21). V podmienke (2.2.22)
je zahrnuta spominana substitucia (2.2.20), kde sme nahradili premennu wi; v modeli (2.2.12)
— (2.2.16) a upravili podmienku (2.2.13) na tvar rovnosti vlozenim doplnkovej premenne;j
Ui Podmienky (2.2.23) a (2.2.24) su obligatorne, teda zabezpecuji obor hodnot

rozhodovacich dudlnych premennych vj a ui.
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Vypocet dolnej hranice ucelovej funkcie
Podl'a [27] je linearna relaxacia tlohy a najdenie jej optimalneho riesenia najcastejSim
sposobom urcenia dolnej hranice. Linearna relaxacia spo¢iva v zanedbani podmienok
celoCiselnosti premennych aich nahradenie ovela slabsimi podmienkami nezapornosti.
Mnozina pripustnych rieSeni relaxovanej ulohy obsahuje vsetky rieSenia povodnej ulohy.
Ztoho vyplyva, ze hodnota ucelovej funkcie optiméalneho rieSenia minimalizacnej
relaxovanej ulohy je dolnou hranicou hodnét ticelovej funkcie rieSeni v Spracovavanej vetve.
Ziskanie optimalnecho rieSenia vSak vyzaduje rieSenie rozsiahlej ulohy linearneho
programovania, ¢o kladie vel'ké naroky na Cas vypoctu, a preto je tdto dolna hranica iba
odhadovana zdola heuristickou metédou. Hodnota ucelovej funkcie kazdého pripustného
rieSenia dualneho modelu (2.2.21) — (2.2.24) poskytuje dolnt hranicu (DH) hodnoty ucelove;j
funkcie Tubovolného pripustného rieSenia primarnej ulohy (2.2.07) - (2.2.11)
v nasledovnom tvare (2.2.25):
DH = z v, (2.2.25)
jej
Ako vychodiskové rieSenie na urCenie dolnej hranice mdézeme pouzit' nasledovné

nastavenie dudlnych premennych:

v; = min{c; : i €1} prej €] (2.2.26)
u; = f; prei €1 (2.2.27)

Na zlepSenie tejto hranice bol navrhnuty heuristicky postup, nazvany ako vzostupny
dualny algoritmus DA (Dual Ascent Algorithm). Ten vychadza z po¢iato¢ného pripustného
rieSenia dualnej tlohy, ktoré je dané vztahmi (2.2.26) — (2.2.27) a hodnotu dolnej hranice
ziskava vztahom (2.2.25). V dualnom algoritme sa spracovava postupne vzdy hodnota v;
prislichajuca jednému zakaznikovi j z mnoziny J. ZvySuje sa hodnota prislusného vj po
ur¢itu hranicu a tym aj hodnota dolnej hranice. Hranicou obmedzujucou prislusné v;j je na
zaklade podmienky (2.2.22), bud’ hodnota premennej u; alebo konstanta cij. Cely dualny
vzostupny algoritmus DA (Dual Ascent Algorithm) je mozné podla [22] a [27] zapisat’

pomocou nasledujucich krokov:

0. {Inicializacia}Urcte pociatocné pripustné dudlne rieSenie uw a v: u; = f; prei € Ia

v = min{cl- el } prej € J. Podl'a vztahu (2.2.25) uréte hodnotu DH aktuélnej
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dolnej hranice.

1. Nastavte hodnotu DH " rovna hodnote DH.

2. Pre kazd¢ j € ] vykonajte nasledujuci postup: UrCte § = min{min{u;:i € I,v; =
c;j}, min{c;j — v;:i € I, v; < ¢;5}}. Ak je 6 > 0, tak pre kazdé i € I, pre ktoré plati
v; = ¢jj, polozte u; = u; — &, upravte kazd¢ v; podla vztahu v; = v; + J a zvyste
DH = DH + 9.

3. Ak DH"= DH skonéte, inak chod’te na krok &. 1.

Touto metddou je ziskané riesenie, v ktorom pre kazdého zakaznika j z mnoziny J
existuje aspoii jedno umiestnenie i zmnoziny |, pre ktoré plati v; > ¢;; aui =0, teda zakaznik
J sa ,,opiera“ o umiestnenic i alebo naopak, umiestnenie i sa ,,opiera“ o zakaznika .
Konkrétny zakaznik j sa musi opierat’ aspon o jedno umiestnenie i, ale moze sa opierat’ aj
0 viacero umiestneni. Taktiez kazdé umiestnenie i sa mdze opierat o jedného alebo

viacerych zakaznikov j alebo sa nemusi opierat’ o Ziadneho zakaznika.

Vypocet hornej hranice rieSenia

Dualne rieSenie ziskané pri vypoéte dolnej hranice daného vrcholu mézeme vyuzit' pri
heuristickej konstrukcii pripustného primarneho rieSenia, ktorého hodnota ucelovej funkcie
modze byt pouzita ako horna hranica prislichajuca najlepsiemu celo¢iselnému rieSeniu Vo
vrchole. Pocas vypoctu aktualizujeme hodnotu hornej hranice prislichajicej najlepSiemu
celociselnému rieSeniu podla hodnoét ucelovych funkcii ndjdenych pripustnych rieSeni
primarnej ulohy. Pri ziskani hornej hranice rieSenia sa podl'a zdroja [31] budeme opierat’
0 vetu o komplementarnosti, ktord hovori, Ze pre optimalne rieSenie dvojice primarnej
a dualnej ulohy plati, Ze bud’ je nerovnost’ jednej zo sustav splnena ako rovnost’ alebo je
premennd druhej stistavy rovna nule. Pripustné primarne rieSenie budeme konstruovat’ tak,
aby podmienky pre primarnu a dualnu tulohu boli splnené ¢o najtesnejsie. Pre vSetky dvojice

pripustnych rieSeni oboch sustav platia nasledujuce podmienky (2.2.28) — (2.2.30):

(y; — z;j) max{0,v; — ¢;;} = 0 prei€l, €] (2.2.28)
wy; =0 prei €1 (2.2.29)
(cj—v;+ max{O, v — cl-j})zij >0 prei €|, j€E]J (2.2.30)
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LCavu stranu podmienky (2.2.30) mozeme zapisat’ v zjednodusenych tvaroch (2.2.31) ato

nasledovne:
( Cij —Vj + max{O, Vi — Cij}) Zjj = —mm{O, Vi — Cij}Zij = max{O, Cij — vj}zij (2231)

Ozna¢me Fp(y, z) ako hodnotu téelovej funkcie primarneho rieSenia a Fp(u,v) ako hodnotu

ucelovej funkcie dualneho rieSenia, potom pre tieto pripustné rieSenia plati (2.2.32):

Fp(w,v) < Fp(u,v) + Zui y; + ZZmax{O,cij—vj}zij +

i€l i€l jeJ

T ZZ(%‘ — z;;) max{0,v; — ¢;;} = F,(y,2) (2.2.32)

i€l jeJ

Hodnoty tcelovych funkcii vypocitame nasledovnymi vzt'ahmi:

Fp(u,v) = z v; (2.2.33)
jE€]

Fp(y,Z) = Zfl y; + Zz Cij Zij (2234)
i€l i€l jEj

Ak nahradime zapisy ucelovych funkcii vztahmi (2.2.33) — (2.2.34), potom vztah (2.2.32)

bude vyzerat nasledovne:

ZUj < Zv] +Zuiyi +ZZTHCLX{O,CU —UJ} Zij +

j€J j€EJ i€l i€l jej
+zZ(J’L - Zij) maX{O, 17]' - Cij} = Zfl Vi + ZZ Cij Zij (2235)
L€l jej i€l i€l jej

Platnost’ nerovnice zo vztahu (2.2.35) je zrejma, ked’ze sucet podmienok (2.2.28 — 2.2.30)
je vzdy nezaporny. Rovnica zo vztahu (2.2.35), ktorej platnost’ teraz dokazeme ma

nasledovny tvar:
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Z Uj + Zuiyi +szax{0, Cij - v]} Zij +

j€EJ i€l i€l jej
+Z Z(yl - Zij) max{O, Vi — Cij} = Zfl y; + ZZ Cij Zij (2236)
iel jeJ il iel jeJ

Upravme rovnicu nahradenim tretiecho ¢lena l'avej strany jeho povodnym zapisom na zaklade
vztahu (2.2.31). Premenné U; Substituujme podl'a vzt'ahu (2.2.37) do druhého ¢lenu vyrazu
(2.2.33), ktory sme vyjadrili z podmienky (2.2.22).

u = fi — z max{0,v; — c;;} prei €1 (2.2.37)
JEJ

Zavedenim tychto Gprav bude rovnica (2.2.36) vyzerat’ nasledovne:

Zv]- + Z(fi — Zmax{o, v — cij})yi + ZZ(CU —vj+ max{O, v — cij})zl-j +

jel (€l j€EJ i€l jeJ
+zZ(yl - Zij) max{O, vj - Cij} = Zfl Vi + zz Cij Zij (2238)
icl jeJ iel iel jeJ

Podrobne rozpisme rovnicu (2.2.38).

zvj +Zfi Vi —szax{o»vj _Cij}yi +ZZCU Zij _Z(”j ZZU) +

I3 iel icl jef il jeJ 7e) iel

+z 7 max{O, Vi — Cij}Zij +ZZ max{O, vj — Cij}yi —ZZmax{O, v — Cij}Zij =
el je) i€l jej i€l jeJ

= Z fiyi +Z z Cij Zij (2.2.39)
i€l i€l jej

Po zjednoduseni (2.2.39) bude mat’ rovnica tvar (2.2.40). Substituujme sumu premennych z;j

hodnotou jedna pre kazdého zakaznika na zaklade podmienky (2.2.08) a opét’ zjednodusme

rovnicu.
=1
Zw + Zfi Vi +chijzij _Z(vj ) = Zfi ¥ +ZZ cij zij (2.2.40)
J&] L el el jej Jj€J : i€l iel jej
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Vysledny vyraz (2.2.41) po vysSie popisanych upravach a zjednoduseniach Tavej strany

rovnice je rovny pravej strane rovnice, ¢im sme dokazali platnost’ rovnice (2.2.36).

Zfi Vi +ZZCU zj; = Zfi Vi +ZZ cij zij (2.2.41)

i€l i€l jeJ i€l i€l jeJ

Ak by boli podmienky (2.2.28 - 2.2.30) splnené na rovnost’, tak dané rieSenia st optimalne
pre obe ulohy. Vtedy hovorime o tzv. komplementarnych podmienkach, ktoré su
konstruované pre optimalne rieSenie primarnej a dudlnej ulohy. V pripade, Ze niektoré
podmienky nie st splnené na rovnost’, bude hodnota ti¢elovej funkcie primarneho rieSenia
vyS$8ia ako hodnota dualneho rieSenia, a to prave o sucet lavych stran podmienok (2.2.28 -
2.2.30). Cim viac sa budi lavé strany podmienok (2.2.28 - 2.2.30) blizit' k nule, tym
kvalitnejS$iu hornti hranicu pre dany vrchol ziskame. Teda rozdiel medzi rieSeniami
primarnej a dualnej ulohy sa snazime minimalizovat a mozeme ho vyjadrit vztahom

(2.2.42):

Fy(y,z) — Fp(u,v) = Zui y; + ZZmax{O,cU — v}z +

i€l i€l jeJ

+ Z Z( Vi — Zl-j) max{O, v — cij} (2.2.42)

i€l jeJ

Pri konStrukcii primarneho pripustného rieSenia budeme postupovat’ takto: Ak
umiestnime stredisk4 obsluhy z mnoZiny umiestneni, o ktoré sa opiera aspon jeden zakaznik
( #i=0) a inde nie, tak prvy ¢len na pravej strane rovnice (2.2.42) bude nulovy. Ak budeme
prirad'ovat’ zakaznika j len k tym umiestneniam i, o ktoré sa zakaznik opiera (v; > ¢;) , tak
bude nulovy aj druhy Clen pravej strany rovnice (2.2.42). Rozdiel medzi rieSeniami nam
bude udavat treti ¢len pravej strany rovnice (2.2.42). Aby sme minimalizovali pocet takychto
vyskytov budeme sa snazit’ pomocou heuristického postupu n4jst’ ¢o najmensiu mnoZinu
umiestneni, o ktori sa opieraju zékaznici, tak, aby kaZzdy sa opieral asponi o jedno
umiestnenie z h'adanej podmnoziny. Podl'a [27] je vysledkom ziskanie minimalnej mnoziny
umiestneni /, o ktoré sa opiera kazdy zdkaznik z mnoZiny J. Algoritmus pre ziskanie

minimalnej mnoziny umiestneni / ma nasledovné kroky:
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0. Polozte I*=0

1.  Postupne do 7* vlozte vSetky i € I pre ktoré u; = 0 a existuje aspon jeden
zékaznik j, ktory sa opiera iba o i (t.j. v; = ¢;; a pre kazdé k # i,u;, = 0 plati
v; < ¢yj).

2. Postupne preberte vSetky j € J a pokial pre vSetky i € I” plati v; < ¢;;, ndjdite

i" = solmin{c;;:i € I — I",u; = 0} apolozte I* = I" U {i}.

Ak sa v metode vetiev a hranic objavi rozdiel medzi hornou a dolnou hranicou,
Erlenkotter sa ho pokusa znizit' algoritmom dudlnych tprav DAD (Dual Adjustment
Algorithm), ¢o je isty typ vymennej heuristiky. Tento algoritmus je zalozeny na zmenSeni
jednej hodnoty dudlnej premennej v;, ktoré vytvori volnu ,kapacitu® aspoin u dvoch
umiestnenti i7, i> a ndsledné zvysenie aspon dvoch hodnét inych dvoch dudlnych premennych
v;. Je teda potrebne, aby v sa¢asnom maximalnom dualnom pripustnom rieSeni u, v bola
identifikovana situacia, kedy sa zakaznik j opiera aspoil o dve umiestnenia i;, i> a pre vSetky
umiestnenia i, o ktor¢ sa opiera, plati v; > ¢;;. Dalej ku kazdému z umiestneni i;, i> musia
existovat’ zakaznici j(i;), j(i2), kde j(i;) sa opiera len o i; a j(i>) sa opiera len o i>. Podla [27]
je mozné vytvorit rezervu u; = 6 u vSetkych umiestneni 7, o ktoré sa zakaznik j opieral. Teda
aj uisa i, ak sa podari znizit' v; o ¢ tak, aby podmienky v; = ¢;; zostali v platnosti pre tie
i, pre ktor€ platilo v; > c¢;;. Takymto sposobom sa znizi dudlna Gcelova funkcia o J, o ktoré
sa zniZi aj v; . Po tejto Gprave je mozné zvySovat’ hodnoty vjis) ako aj vji2)a v umiestneniach
ir a iz, o ktoré sa zakaznici j(i/) a j(i2) postupne opierali vznikne kladna rezerva. Pokial
zvySovanie vjir) a vji2) 0 0 nenarusi podmienky v,y < Caijici)@ V(i) < C(ijdiy)) Pre tie
i, o ktoré sa j(i;) a j(i2) neopierali, zvyS$i sa tymto sposobom ucelova funkcia minimalne
o dvojnasobok 9, a teda vysledok dudlnej tpravy je dany vzrastom hodnoty dualnej ticelovej
funkcie minimalne o 6. Uvedené dualne upravy je mozné realizovat' nasledujucim
algoritmom [27] vychddzajicim z minimalnej mnoziny /" zodpovedajlicej vstupnému

pripustnému rieSeniu u, v nasledovne:

0. Polozte ;" = 0 a polozte DH = DH = Fp(u,v).

1. Preskiimajte mnozinu zékaznikov j € J,j > j a pre najmensi index j zékaznika,
ktory sa opiera aspoii o dve umiestnenia z I', z ktorych sa kazdé opiera aspofi o
jedného zékaznika, ktory sa neopiera o iné umiestnenie z /, urcte: i;(j) = solmin{ ¢;; -
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i €I, 0 i sa opiera aspofi jeden zakaznik, ktory sa neopiera o iné umiestnenie z 7 },
i2(j) = solmin {c;:i € I" - {i;(j)}, 0 i sa opiera aspoii jeden zakaznik, ktory sa neopiera
o iné umiestnenie / }. Dalej uréte zoznam zakaznikov /s, j2, ..., j», ktori sa opieraju
bud’ len o i,(j), alebo len o ix(j) a pre kazdého zakaznika z tohto zoznamu Specifikujte
i(j1), 1(j2), ..., i(jp) ako index toho jediného umiestnenia z i;(j) a i2(j), o ktoré sa opiera.
Ak je zakaznik j najdeny a uvedené udaje st Specifikované, chod’te na krok 2, inak
chod’te na krok 3.

2. Polozte j*, definujte 8 = min{vj«- c;=: i € I, v;= - c;» > 0}, polozte pre kazdé i € I,
pre ktoré vjx - ¢;x > 0 doplnkovl premennu u; = u; + §, upravte vjx = vx - 0.
Vykonajte algoritmus dudlneho vzostupu len s mnozinou zdkaznikov jj, j2, ..., jp. S
vyslednym u, v vykonajte algoritmus dudlneho vzostupu len pre zdkaznika j. S
vyslednym u, v vykonajte algoritmus dudlneho vzostupu pre mnozinu J vSetkych
zékaznikov. Aktualizujte minimalnu mnozinu I". Aktualizujte DH = Fp(u,v).

3. Ak je DH> DH" polozte DH = DH a chod'te na krok 1, inak kongite.
2.2.2 VylepSenie Erlenkotterovho pristupu

Erlenkotterov pristup k rieSeniu kapacitne neobmedzenej umiestiiovacej ulohy,
publikovany v [22] ako algoritmus DualLoc, sa v roku 1989 pokusil modifikovat’ Korkel,
ktorého vysledkom modifikdcie bolo skonStruovanie algoritmu nazyvaného PDLoc
a publikovaného v zdroji [37]. Na nich nadviazali Janac¢ek a Buzna v zdroji [33], ktori sa
snazili vylepsit' Erlenkotterov pristup a skonStruovali algoritmus BBDual, ktory realizuje
metddu vetiev a hranic pre rieSenie kapacitne neobmedzenej umiestiiovacej tlohy. Toto

vylepsenie si v tejto kapitole popiSeme.

Sposob vetvenia v algoritme BBDual

Vytvaranie stromu prehladdvania je dané fixovanim premennych, ktoré rozhoduju
0 umiestneni strediska. V modeli (2.2.07) — (2.2.11) je rozhodovacia premenna Vi, ktora
nadobuda hodnoty yi rovné jednej alebo yi rovné nule v zavislosti na tom, ¢i je alebo nie je
v danom mieste i postavené stredisko. Vektor y, ktorého zlozky koresponduja s hodnotami
premennych yi pre kazdé i z mnoziny |, udava jedno rieSenie ulohy. Mnozinu vsetkych
rieSeni ulohy predstavuje mnozina vSetkych vektorov y, ktoré boli vytvorené vetvenim.

Vetvenie vykoname fixovanim jednotlivych premennych yi. Poradie fixacii jednotlivych
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premennych yi zavisi od vyhodnotenia narusenia komplementarnych podmienok (2.2.28) —

(2.2.30) pre jednotlivé strediska i. Ak by sme postupne vykonavali vetvenie podl'a v§etkych
Y, a ziadnu vetvu nevyluCovali, dostaneme uplny strom prehl'addvania. Téato fixacia

v algoritme BBDual zredukuje mnoziny moznych rieSeni vypustenim premennych, ktoré su
jednoznacne urcené a vhodnym pouzitim prohibitivnej konsStanty v ucelovej funkcii pre
vynutenie minimalizacie. Pri fix4cii premennej na hodnotu nula, zvySime hodnotu
prislusnych nakladov fi 0 hodnotu prohibitivnej konstanty. V pripade fixacie premennej na

hodnotu jedna, nastavime prislusné fixné naklady fi na hodnotu nula.

Vypocet dolnej a hornej hranice rieSenia

Vylepsenia Erlenkotterovho pristupu k ziskaniu dolnej hranice rieSenia Vv algoritme
BBDual spocivaji v urCeni poradia spracovania dualnych premennych vj. Tu su
uprednostiiovani zakaznici, ktorych vyber sl'ubuje vicsie zvySenie dolnej hranice (2.2.25)
Vv nasledujucich krokoch. Toto usporiadanie vSetkych zédkaznikov je uskuto¢nené v dudlnom

vzostupnom algoritme (Dual-Ascent Algorithm). Tento algoritmus ma nasledovné kroky:

0. {Inicializacia}Urcte pociatocné pripustné dudlne rieSenie u a v: u; = f; prei €1 a
v; = min{c;;:i € I} pre j € ]. Podla vztahu (2.2.25) uréte hodnotu DH aktualnej
dolnej hranice.

1. Nastavte hodnotu DH" rovna hodnote DH.

2. Usporiadajte mnozinu vSetkych relevantnych zakaznikov J do postupnosti jj, ...jk
...jn vzostupne podl'a kardinality K;, kde K; je mohutnost’ mnoziny { i € I: ¢;; < v;}
pre zakaznika j.

3. Pre kazdé j €] vykonajte nasledujuci postup: nastavte jr = j a uréte § =
min{min{u;:i € I,v; = ¢;;}, min{c;; —v;:i € I, v; < ¢;j}}. Ak je 8 > 0, tak pre
kazde¢ i € I, pre ktoré plati v; = ¢;;, polozte u; = u; — & a upravte v;a DH podl'a
vztahov v; = v; + 6, DH = DH + 6. Ak sa mohutnost’ K; zvysila reorganizujte
postupnost’ ji, ...jn.

4. Ak DH" = DH skongite, inak chod’te na krok ¢. 1.

Hodnota hornej hranice rieSenia ako aj zniZenie rozdielu medzi hornou a dolnou

hranicou, ktory je ziskany povodnym algoritmom DAD bez akychkol'vek vylepSeni st
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popisané v kapitole 2.2.1 a [27].

Schéma prehladavania stromu rieSeni v metode BBDual

Pri metode vetiev a hranic je dolezitym aspektom sposob, akym sa bude postupovat’ pri
prehl'addvani stromu rieSeni. Schéma prehl'adania je urend elementirnym pravidlom.
Elementérne pravidlo hovori o tom, ktory z dvoch novovytvorenych vrcholov so spolo¢nym
predchodcom bude vybrany a spracovany ako prvy. Dvoma novovytvorenymi vrcholmi
chapeme vrchol ziskany prikazom a vrchol ziskany zakazom. Vrchol, ktory sme vytvorili
fixovanim ziskan¢ho kandidata na vetvenie na hodnotu jedna je vrchol ziskany prikazom.
Vrchol, ktory sme vytvorili fixaciou ziskaného kandidata na vetvenie na hodnotu nula je
vrchol ziskany zakazom. V algoritme BBDual sa strom rieSeni prehladava do hibky. Pri
prehl'adani do hibky v algoritme BBDual je elementarnym pravidlom vyber vrcholu
s menSou hodnotou dolnej hranice. To znamend, ze v pripade vytvorenia dvoch novych
vrcholov so spolo¢nym predchodcom, ak dolna hranica vrcholu ziskaného zékazom je vacsia
ako doln4 hranica vrcholu ziskaného prikazom, potom ako prvy spracujeme vrchol ziskany
prikazom a vrchol ziskany zdkazom si odlozime do zdsobnika nespracovanych vrcholov. V
opa¢nom pripade ako prvy spracujeme vrchol ziskany zdkazom a vrchol ziskany prikazom

odlozime do zasobnika pre neskorsie spracovanie pri navrate (backtracking).
2.2.3 Erlenkotterov pristup pre rieSenie p-medidnu s Lagrangeovou relaxaciou

Pri navrhu verejného obsluzného systému sa stretdvame s obmedzenim nakladov na
vybudovanie stredisk obsluhy. Ak su zname naklady fi na vybudovanie strediska v mieste
I a celkové obmedzenie nakladov N na vybudovanie celého systému, potom podmienka

obmedzenia nakladov na umiestnenie stredisk ma tvar:

Z fiyisN (2.2.43)

i€l

Tato podmienku je mozné zastupit’ podmienkou obmedzujiucou pocty vybudovanych
stredisk (2.1.04) a tym tlohu navrhu verejného obsluzného systému previest’ na ulohu o p-
mediinu. RieSenim ulohy p-medidnu s vyuZitim tedrie duality sa zaoberal Galvao v ¢lanku

[23]. Dodanie podmienky, ktora obmedzuje pocet stredisk v ulohe navrhu verejného
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obsluzného systému znamend formulovat’ umiestiiovaciu Ulohu s obmedzenym poctom
vybudovanych stredisk. RieSenie takejto Glohy je mozné ziskat pomocou Lagrangeovej
relaxacie [27]. Lagrangeovou relaxaciou je mozné umiestiiovaciu tlohu s obmedzenym
poctom vybudovanych stredisk previest’ na kapacitne neobmedzenti umiestiiovaciu ulohu.
Vychadzajme z modelu umiestiiovacej tlohy (2.1.01) — (2.1.06). Pomocou Lagrangeovej
relaxacie zavedenim Lagrangeovho multiplikatora Lg prevedieme tlohu (2.1.01) — (2.1.06)
na kapacitne neobmedzenu umiestiiovaciu ulohu. Staci relaxovat podmienku (2.1.04)
a ucelova funkciu (2.1.01) doplnit’ o relaxovanti podmienku (2.1.04). Model relaxovanej

ulohy potom vyzera nasledovne:

Minimalizujte Zfi yi + Z Z cij zij + Lg(z Yi — D) (2.2.44)

i€l i€l jej i€l
Za podmienok: Z zij=1 prej €] (2.2.45)
i€l
Zij <Y prei€l, je€]j (2.2.46)
y; =0 prei €1 (2.2.47)
zj =0 prei €, j€E] (2.2.48)

Opakovanym rieSenim tlohy (2.2.44) — (2.2.48) s meniacou sa hodnotou Lagrangeovho
multiplikatora Lg dokazeme ziskat’ rieSenie povodnej nerelaxovanej Glohy (2.1.01 — 2.1.06),
Pre optimalne rieSenie relaxovanej tlohy (2.2.44) — (2.2.48) plati, Zze ak posledny ¢len
vyrazu v Ucelovej funkcii (2.2.44) je rovny nule, t.j hodnota Lagrangeovho multiplikatora
Lg je rovna nule, alebo podmienka (2.1.04) je splnena na rovnost’, potom je toto rieSenie aj
optimalnym rieSenim ulohy (2.1.01) — (2.1.06). Hodnota Lg, s ktorou bolo toto rieSenie
ziskané ma vyznam velkosti Ubytku ucelovej funkcie (2.1.01) optimalneho rieSenia
povodnej ulohy (2.1.01) — (2.1.06) pri zvySeni p na pravej strane podmienky (2.1.04) o
jednotku. Zoberme do tvahy, Ze fixné ndklady na vybudovanie strediska su nulové, t.j. prvy
¢len ucelovej funkcie je nulovy. Potom ziskand hodnota Lg udéava, o kol’ko sa hodnota
optimalneho rieSenia znizi, ak sa prida jedno obsluzené stredisko. S urcitou toleranciou tak

hodnota Lg udava hodnotu jedného strediska v jednotkach ucelovej funkcie. Ak podmienka
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(2.1.04) je pre optimalne rieSenie z, Y tlohy (2.2.44) — (2.2.48) splnena ako ostra nerovnost’,
nemozeme tvrdit, ze sme naSli optimélne rieSenie povodnej nerelaxovanej ulohy, ale
hodnota (2.2.44) udava dolnu hranicu optimalneho rieSenia povodnej ulohy (2.1.01) —
(2.1.06). Treti ¢len ucelovej funkcie (2.2.44) udava maximalny rozdiel medzi hodnotou
ucelovej funkcie (2.1.04) pre ziskané rieSenie z, y apre nezname optimalne rieSenie
nerelaxovanej tlohy (2.1.01) — (2.1.06).

V algoritme pMBBDual [7], ktory je rozSirenim algoritmu BBDual na rieSenie
umiestiiovacej ulohy s obmedzenim poc¢tom stredisk, je realizované iterativne vyhl'adavanie
Lagrangeovho multiplikatora Lg pomocou metddy bisekcie. Bisekciou sa pokisame najst’
najlepSie nastavenie Lagrangeovho multiplikatora, ktorého hodnota odpoveda navyseniu
fixnych ndkladov vsetkych kandidatov na stredisko. Takymto pristupom moZeme dospiet’
k ziskaniu rieSenia umiestiiovacej ulohy s obmedzenym poctom vybudovanych stredisk.
Ziskanie rieSenia ulohy navrhu verejného obsluzného iterativnym pristupom je ¢asovo
naro¢né, ¢o povazujeme za nevyhodu tohto pristupu. Nevyhodou je aj nezarucitelnost
ziskania optimalneho rieSenia ulohy nédvrhu verejného obsluzného systému. Lagrangeovou
relaxéciou sice ziskame vo vécsine pripadov optimalne rieSenie, av$ak ojedinele su pripady,
kedy optimalne rieSenie neziskame [27]. Vyhodou je vSak ziskanie dolnej hranice rieSenia,
ktor nam urcuje hodnota tcéelovej funkcie optimalne rieSenie relaxovanej ulohy (OFrp).
Hodnota ucelovej funkcie neznameho optimalneho rieSenia sa nachadza niekde medzi
hodnotou tcelovej funkcie optimélneho rieSenia relaxovanej tlohy a hodnotou optimalneho
rieSenia nerelaxovanej ulohy. Hodnota ucelovej funkcie optimalneho rieSenia relaxovane;j

ulohy (OFrp) je dana vztahom:

OFgp =) fivi+ ) Y ez + 19O yi—p) (2249)

i€l i€l jeJ i€l

Ak posledny ¢len na pravej strane vztahu (2.2.49) je nulovy, potom sme ziskali
optimalne rieSenie povodnej tlohy, inak nemdzeme tvrdit, Ze sme nasli optimalne rieSenie
povodnej nerelaxovanej ulohy, ale hodnota (OFgrp) udéva dolnu hranicu optimélneho
rieSenia povodne] ulohy. Hodnota ucelovej funkcie optimélneho rieSenia povodnej

nerelaxovanej ulohy (OFuyp) je dand vztahom:
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OFyp = Zfi yi + ZZ Cij Zij (2.2.50)

L€l i€l jeJ

Spominané vyhody a nevyhody su demonstrované v Tab. 1, kde porovnavame hodnoty
ziskané algoritmom pMBBDual s hodnotami optimdlneho rieSenia ulohy ziskanymi
komerénym nastrojom XPRESS-IVE [51]. Vysledky experimentov v Tab. 1 st prevzaté zo
zdroja [8] pre ulohu BB100x100 orozsahu 100 kandidatov na umiestnenie a 100

zékaznikov. Subory, ktoré prislichaju testovacej ilohe BB100x100 st uvedené v prilohe 1.

Tab. 1 Porovnanie ziskanych rieseni nastrojom XPRESS-IVE a algoritmom pMBBDual

XPRESS-IVE pMBBDual
p OF NoF OFup NoF OFrep
10 1275 10 1275 10 1275
20 745 20 745 20 745
30 521 30 521 30 521
40 373 40 385 39 373
50 263 50 315 45 260
60 176 60 198 57 174
70 112 70 142 65 112
80 64 80 97 73 62
90 25 90 28 89 25

Lstipec p udava hodnotu maximalneho poétu stredisk

2 stipec OF udéva hodnotu ugelovej funkcie optiméalneho riesenia ziskaného solverom XPRESS-IVE
3 stipec NoF udava pocet vybudovanych stredisk

4 stipec OF yp— hodnotu rie§enia nerelaxovanej (povodnej) tlohy

5 stipec OFgp — hodnotu riedenia LP-relaxéacie — dolna hranica optimalneho rieSenia pdvodnej tlohy
® zelena farba — ndjdena hodnota optimalneho rieSenia

" oranzova farba — poet vybudovanych stredisk v optimalnom rieseni

224 ZEBRA

Z-Erlange and BRanch Algoritmus, nazyvany aj ako ZEBRA, je exaktny algoritmus pre
rieSenie Ulohy p-medianu v navrhu obsluzného systému. Princip algoritmu ZEBRA
popisany v zdroji [24] spociva v reformulacii povodnej ulohy p-medianu na jej pokryvaciu
ulohu. Zaklady tohto principu polozil Cornuéjols a kol., ktori popisali myslienku redukcie
pre umiestiovaciu tlohu nazvani ako kanonicka reprezentacia (CR) v zdroji [16] a [17].
Neskor na neho nadviazali Garcia, Labbé a Marin, ktory tento princip pouzili na rieSenie
ulohu p-medianu s vyuzitim poznatkov [26] a skonstruovali algoritmus ZEBRA opisany
v zdroji [24]. Spominany princip sa zaklada na tom, ze pre kazdého zakaznika | z mnoziny

J je vytvoreny vektor D; = (Djl,Djz,...,DjGj,), ktory tvori usporiadani postupnost’
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vzdialenosti zakaznika j K moznym umiestneniam stredisk i udavanych v matici vzdialenosti
C =(djj), pricom st odstranené vsetky mozné duplicity. Ziskana postupnost’ pre zakaznika

J ma potom nasledovny tvar (2.2.51):
0 =Dy <Dp< ..<Djy = max{d;;: i € I} (2.2.51)

Konstanta G;j predstavuje pocet prvkov postupnosti (2.2.51) pre zakaznika j , ktora
odpoveda poétu roznych vzdialenosti v prislusnom stipci matice C. V postupnosti (2.2.51)
je hodnota Dj: rovna nule pre vsetky j, ¢o vyplyva z navrhu algoritmu ZEBRA, ktory riesi
ulohy so Stvorcovou maticou vzdialenosti o velkosti n X n. Z toho vyplyva, Ze mnozina
umiestnenych stredisk | a mnozina zakaznikov J je totozna. Pre zdpis matematického
modelu pokryvacej tlohy pre p-median je potrebné si zaviest' nasledovné rozhodnutia.
Rozhodnutie o vybudovani strediska v mieste i z mnoziny | je modelované bivalentnou
premennou Vi, ktora nadobtida hodnotu yi rovnt jednej, ak v mieste i bude vybudované
obsluzné stredisko a hodnotu yi rovna nule, ak v mieste i nebude vybudované obsluzné
stredisko. Rozhodnutie o existencii aspon jedného vybudovaného strediska do vzdialenosti
Djk pre zakaznika j je modelované premennou zjx pre k ={ 1, 2, ..., Gj}. Premenna zjk je rovna
nule, ak existuje aspon jedno vybudované stredisko, ktorého vzdialenost’ od zakaznika j je
mensia ako hodnota Dj. Premenna zj je rovna jednej, ak neexistuje vybudované stredisko,
ktorého vzdialenost’ od zakaznika j je mensia ako hodnota Djk . Model pokryvacej Glohy pre

p-median je mozné zapisat’ nasledovne (2.2.52) — (2.2.56):

Gj

Minimalizujte Z Z (Djk - Djk—l) Zjk (2.2.52)
JEJ k=2

Za podmienok: Zyi =p prej €] (2.2.53)

i€l

Zj + Z yi=1 preje], k={23..,6G} (2254
i€l
dij<Djk

y; €{0,1} prei €l (2.2.55)

39



Zj = 0 prej€j, k=1{23,..,G} (2.256)

Ugelova funkcia (2.2.52) je redukovanym vyjadrenim Géelovej funkcie Gilohy p-medianu
(2.1.07), ktora udava sucet vzdialenosti medzi zakaznikmi a ich najbliz§imi vybudovanymi
strediskami. Podmienka (2.2.53) zabezpecuje vybudovanie presne p stredisk. Podmienky
(2.2.54) hovoria, ze premenna zjx moze nadobudat’ hodnotu nula, ak je v dosahu Dk od
zakaznika j vybudované aspon jedno stredisko. V opacnom pripade bude zj rovné jednej.
Podmienky (2.2.55) a (2.2.56) urCuju obor hodndt rozhodovacich premennych. V
redukovanom modeli (2.2.52) — (2.2.56) je index K inicializovany od hodnoty dva, ked’ze
premenna zj;: bude nadobudat’ pre vSetkych zakaznikov j hodnoty jedna, ked’ze dji = 0, ¢o
znamena nevybudovanie strediska blizSie ako je dji. KedZe algoritmus ZEBRA je
implementovany na Stvorcové matice vzdialenosti, Z ¢oho vyplyva aj totoznost' mnozin | a J,
potom je mozné vykonat’ upravu podmienok (2.2.54), ktoré obsahuju premenni zjo. Uprava
spociva v redukovani podmienky na tvar (2.2.57), vd’aka ¢omu nie je nutné premenné zj,
vobec definovat’ a postaci nam substiticia:

Zadefinujme si pre kazdého zékaznika vektor Zjs nasledovnou $truktirou :
Zj = (111111 "')1)0)0'0' ---’0) (2-2-58)

Z tejto Struktary vyplyva, ze vektor Zj nadobuda z poc¢iatku hodnoty jedna, no neskor sa
jeho hodnota meni na hodnotu nula. Tato zmena je sposobena pokrytim zakaznika j aspon
jednym vybudovanym strediskom i € I. Tato vlastnost’ struktiry vektorov Z;j tvori podstatu
principu algoritmu ZEBRA. Berme do ivahy linearnu relaxaciu LP redukovaného modelu
(2.2.52) — (2.2.56). Odstranenim vsetkych Strukturalnych podmienok (2.2.54) pre hodnotu
k> 3 ziskame linearnu relaxaciu LPg povodnej tilohy LP. Ked'Ze vSetky koeficienty Gi¢elove;j
funkcie st nezaporné a samotna ucelova funkcia je v tvare minimalizacie, mozu byt’ vSetky
premenné Zj pre k > 3 fixované na nula. Ziskanim optimalneho riesenia LPo v kroku k je
mozné ziskat’ aj optimalne riesenie redukovanej ulohy LP. Pre ziskanie optimalneho rieSenia
je dolezité preskiimat’ hodnoty premennych zjx. Teda ak v kroku k = 2 st pre vsetky j hodnoty
Zjp = 0, potom sme ziskali optimalne rieSenie ulohy LP. V opacnom pripade dochadza

k dodaniu premennej zjz do modelu a vytvoreniu novej relaxacie LPo. Tento proces sa

40



opakuje, pokial’ nie st vSetky hodnoty zjx = 0 pre vSetkych zakaznikov j v danom kroku k ,
kedy by sme ziskali optimalne rieSenie Glohy LP. Podl'a [24] je mozZno tento princip rozpisat’

do tychto krokov:

1. Nech LPyg je relaxaciou LP, ktora je linearnou relaxaciou problému (2.2.52) —
(2.2.56). Nech LPg obsahuje premenné y;j pre i € | a podmienky s premennymi zj?
pre j € J. Rovnako nech je redukovana aj ucelova funkcia. Polozte tj = 2 pre kazdé
jeld.

2. Rieste ulohu LPo a ziskajte optimalne rieSenie (y*, z*).

3. NechTI ={j: Zj‘t], > 0}. AK T je prazdna mnozina, ziskané riesenie ulohy LPo je

optimalnym rieSenim Glohy LP a algoritmus kon¢i. Inak pokracujte krokom 4.

4. Pre kazdy index t; € I' vykonajte nasledovné: vytvorte bivalentnii premennu

Zjt;pq do modelu ulohy LPo pridajte podmienku (2.2.54) pre k = tj+1, upravte

Ucelovu funkciu doplnenim vyrazu (D; - Djtj+ D) Zjtjyy o zvyste hodnotu tjo

Ljtz
jedna a vrat'te sa na krok 2.

Tento algoritmus dokaze poskytnuat’ optimalne rieSenie LP relaxacie a je vEleneny do
metody vetiev a hranic, kde vychodiskova formulacia rieSseného podproblému kazdého
vrcholu potomka, ktory vznikol fixaciou premennej Yi rodi¢ovského vrcholu, bud’ na
hodnotu nula alebo jedna, je kone¢nou formulaciou jeho rodicovského vrcholu. Tato
exaktnd metdda umoziuje rieSit p-medidn problém s redukovanou formulaciou, co
predstavuje pouzitie menej podmienok a premennych ako klasicka formulacia. V kazdej
iteracii je ziskané optimalne rieSenie LP relaxacie, ktoré udava dolnt hranicu optimalneho
rieSenia l'ubovolnej podulohy. Algoritmus ZEBRA realizuje metddu vetiev a hranic
s vyuzitim vysSie uvedeného algoritmu pre ziskanie dolnej hranice spracovavaného vrcholu.
Majme pripustné rieSenie (Y, Z) S hodnotou ucelovej funkcie f. Vykonanim kroku dva vyssie
uvedeného algoritmu ziskame optimalne rieSenie (y*,z*) a hodnotu ucelovej funkcie f*. Ak
f* > f potom je vmetode vetiev a hranic spracovavany vrchol vylaceny z procesu
prehladania stromu, ked’ze Ziadne lepSie rieSenie vo vrchole nebude ndjdené. Prehl'adanie
stromu vetvenia sa uskutocnuje fixaciou premennych yi na hodnotu jedna alebo nula, kde
stratégiou najlepsi vhodny volime vrchol d’alSieho spracovania, teda vrchol s mensou dolnou

hranicou. Na vyber fixovanej premennej yi je podla zdroja [24] pouzité silné vetvenie
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a hybridna dynamicka stratégia pseudonakladov. Na ziskanie hornej hranice predstavujlice;
hodnotu pripustného rieSenia ako aj samotného pripustného rieSenia je pouzita heuristicka
metdda nazyvana Popstar, ktora je blizsie popisana v zdroji [47]. Podl'a zdroja [24] je mozZné
zabezpecit' ziskanie hornej hranice v konkrétnej vetve s vyuzitim inych heuristickych metod,
nakol’ko je metdda Popstar pamat'ovo naro¢na. Pre algoritmus ZEBRA je ddlezité nastavenie
zadiatoénej hibky pre z-premennych, ktora je v ¢lanku [24] oznadovana ako sdz. Parameter
sdz udava maximalny index k premennych zj. AK konstanta p, ktora udava maximalny pocet
stredisk obsluhy, je vel’ka, tak sa v optimalnom rieSeni ocakavaju malé hodnoty vzdialenosti,
teda sta¢i mala hodnota sdz. VSeobecne je vSak zname, Ze pri zaCiatocnej malej hodnote
parametra sdz sa vykonava vel’ké mnozstvo iteracii, ¢o spdsobuje dlhy vypoctovy ¢as. Velka
hodnota sdz si vyzaduje rozsiahle modely, dlhsi vypoétovy €as a vysoké naroky na pamét’.
Tato pociatocna hodnota sdz je v zdroji [24] odhadovana roznymi stratégiami. Uréenie

hodnoty sdz je zavislé od riesenej ulohy.

Tab. 2 Vysledky experimentov algoritmu ZEBRA

ZEBRA
File 1] p
Time [s] BLB BUB sdz
v1748 1748 5 3870* 4178344 4479421 146
v1748 1748 10 4245 2983645 2983645 77
v1748 1748 200 20 390350 390350 5
v1748 1748 300 24 286039 286039 4
v1748 1748 400 22 221526 221526 3
v1748 1748 500 22 176986 176986 E |
d2103 2103 5 2872* 943629 1005136 106
d2103 2103 10 3143 687321 687321 53
d2103 2103 20 1759 482926 482926 28
d2103 2103 200 55 117753 117753 4
d2103 2103 300 305 90471 90471 3
d2103 2103 400 8917 75356 75356 3
pch3038 3038 5 109* 0 1777835 213]
pch3038 3038 10 64* 0 1211704 118
pcb3038 3038 200 564 237399 237399 7
pch3038 3038 300 274 186833 186833 5
pch3038 3038 400 106 156276 156276 4
pcb3038 3038 500 115 134798 134798 4

! stipec File udava testovany benchmark

2 stipec |1 udava velkost riesenej ilohy

3stipec p udédva hodnotu maximalneho poétu stredisk

4 stipec Time [s] udava ¢as trvania vypotu

5 stipec BLB udéva dolnii hranicu rieenia

8stipec BUB ud4va hornu hranicu rie§enia

"stipec sdz udava hodnotu nastaveného parametra algoritmu ZEBRA
8 zelena farba — hodnota optimalneho riesenia
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Vyhodou algoritmu ZEBRA je ziskanie exaktného rieSenia rozsiahlych tloh za pomerne
kratky vypoctovy ¢as pomocou redukovanej formuladcie. Tymto algoritmom bola podla
zdroja [24] rieSena uloha o 24978 zakaznikoch s prijatelnym vypoctovym casom. Medzi
nevyhody algoritmu ZEBRA patri nutnost’ implementécie prislusnych metéd ako dodatok
k metdde vetiev a hranic, ktoré mézu byt casovo naro¢né, ako aj nastavenia pociatocnych
parametrov pre efektivnejsi vypocet. Nie vzdy vSak algoritmom ZEBRA mozeme ziskat
optimalne rieSenie za prijatelny Cas. VSetky tieto vyhody a nevyhody st demonstrované
vysledkami experimentov v Tab. 2. Vysledky experimentov algoritmu ZEBRA uvedené

v Tab. 2 pre rieSenie ulohy p-medianu su prevzaté zo zdroja [24].
2.2.5 Radialny pristup s deliacimi bodmi

Podla zdroja [36] je radialny pristup s deliacimi bodmi pre rieSenie tlohy navrhu
verejného systému zalozeny na tom, ze ulohu p-medianu zapisani modelom (2.1.07) —
(2.1.12) je mozné preformulovat’ na pokryvaciu tlohu a riesit’ ju pomocou univerzalnych IP
solverov. Zatial’ ¢o ulohy p-medianu pre rozsiahle Glohy ¢asto ¢asovo zlyhavaju, pokryvacie
modely je mozné vyriesit’ v priebehu niekol'kych desiatok sekind. Podla zdrojov [35] a [38]
je to mozné vyuzit pre rieSenie Glohy navrhu verejného obsluzného systému pomocou
pokryvacieho modelu. Treba vSak podotknut’, Ze ziskanie optimalneho rieSenia pokryvace;
ulohy nezarucuje ziskanie optimalneho rieSenia tlohy p-medianu (2.1.07) — (2.1.12).
Podstata aproximativneho pokryvacieho pristupu spociva v relaxacii priradenia zdkaznika
K najbliz§iemu vybudovanému stredisku. Podl'a zdroja [38], aby bolo mozné T'ubovolnu
celociselnu vzdialenost’ aproximovat,, je potrebné rozdelit’ postupnost’ relevantnych hodnot
z matice vzdialenosti {d;j} do r+1 zon. lde 0 nahradu oboru vzdialenosti dij idajom, do
ktorého z intervalov (0, D1), (D1, D2), ..., (Dr, Dm) dana hodnota patri. Na zaklade tejto
informacie dokazeme l'ubovolnu vzdialenost’ aproximovat’ zdola i zhora. Hodnota Dm
predstavuje maximalnu relevantni vzdialenost’, ktora nemusi byt automaticky najvicsia
vzdialenost’ vyskytujtca sa v matici vzdialenosti. Pomocou deliacich bodov D, Dy, ..., Dm

definujeme konstanty ex pre k=0, ..., r podl'a vztahu (2.2.59):

ex = Dgi1— Dy prek =0,1,..,r (2.2.59)
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Zaved'me si umiestilovacie premenné Yi pre vSetkych kandidatov na umiestnenie
strediska z mnoziny |. Pre kazdého zakaznika j z mnoziny J akazdu zonu k zaved'me
doplnkovu bivalentni premennu Xj, ktora bude nadobudat” hodnotu jedna vtedy a len vtedy,
ked’ vzdialenost’ zakaznika j od strediska i je vicsia ako Dk. To je vyjadrené nasledovnym
predpisom (2.2.60).

- 22.
%o akdy <D, (2:2:50)

j -

{1 akd; >D,

Podr'a zdrojov [35] a [38] plati tvrdenie , ze ak hodnota dij padne do intervalu (Dk, Dk+1),
je odhadnuté zdola hodnotou Dy, zhora hodnotou Di+1 S maximalnou chybou ex. Na zaklade
uvedenych definicii konstant ex a premennych Xj pre kazdého zakaznika j a kazdu zénu

k mézeme aproximovat’ I'ubovolna vzdialenost’ zdola vyrazom (2.2.61) a zhora vyrazom

(2.2.62).
€oXj1 T €Xj, +€,Xj3 + 85X, ... +€X;, (2.2.61)

€oXjo T8 X} +8,Xj, +€5Xj3 +...+€.X;, (2.2.62)

Aby sme ziskali ¢o najlep$i odhad hodnoty povodnej Gcéelovej funkcie (2.1.07) je
potrebné nastavit’ hodnoty premennych xj pre kazdého zakaznika j a kazd zonu k. Pre
kazdd usporiadani trojicu [i, j, k] € | x I x {1, 2, ..., r} zavedieme taku 0-1 konstantu a¥,

ktora bude nadobudat’ svoju hodnotu podl'a predpisu (2.2.63).

|1 akd; <D, (2.2.63)
a. = L.
" |0 akd; >D,
Potom matematicky model pre horny odhad vzdialenosti vyzera nasledovne:
T
Minimalizujte Z Z ek Xjk (2.2.64)
j€J k=0
Za podmienok: Xji + Z ag‘jyi >1 preje], k={01,..,r} (2.2.65)

i€l
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Zyi =p prej €] (2.2.66)

i€l

Xjx =2 0 prejej], k={01,..,r} (2.2.67)

y; €{0,1} prei €1 (2.2.68)

Ucelova funkcia (2.2.64) poskytuje horny odhad povodnej téelovej funkcie (2.1.07).
Ststava Strukturdlnych podmienok (2.2.65) hovori, Ze premenna Xjx modze nadobudnit
hodnotu nula, ak v dosahu Dk od zakaznika | existuje aspon jedno vybudované stredisko.
Inak bude xjx = 1. Podmienka (2.2.66) limituje pocet vybudovanych stredisk. Ostatné
podmienky urcuji definiény obor premennych. Ked'ze pre premenné Xjk plati ¢iasto¢na
vlastnost’ celo¢iselnosti, stadi zabezpegit' ich nezapornost’. Struktira modelu sposobi, Ze
budit nadobudat’ prave jednu z hodndt nula alebo jedna. Podobne je konStruovany aj
matematicky model pre dolny odhad vzdialenosti, ktory je podrobne popisany v zdroji [38].
Otazkou vsak ostava, ako pre dany pocet r+1 zon urcit’ deliace body a ako zvysit’ presnost’
navrhnutej metddy vzhl'adom k narokom na vypoctovy Cas. Vol'ba hranic jednotlivych zoén
je klIi¢ova vzhl'adom na presnost’ ziskaného rieSenia. Na zaklade deliacich bodov Di, Do,
..., Dr sa totiz pocitaji konstanty pokryvacieho modelu ex pre k =0, 1, ..., r, ktoré priamo
ovplyviiuju presnost’ rieSenia Glohy. Zdroj [38] definuje Glohu optimalneho z6novania
matice vzdialenosti takto: Je dana matica vzdialenosti {d;j} medzi kandidatmi na umiestnenie
strediska i1 z mnoziny | a zdkaznikmi j z mnoziny J, pricom pre kazdd vzdialenost’ plati, ze
dij € (0, dmy. Hodnota dm predstavuje najvi¢siu vzdialenost’ v matici. Ulohou je najst’ préave
r celo¢iselnych hodnét D1, Do, ..., Dr tak, aby platil vztah (2.2.69) a celkova chyba, ktora

vznikne ndhradou vzdialenosti dijj jej hornym alebo dolnym odhadom, bola minimalna.
0=D,<D,<D,<...<D, <D, =d (2.2.69)

Vypocet optimalnych deliacich bodov méze byt rozdielny pre horny a dolny odhad
vzdialenosti, hoci obidva modely spajaju rovnaké predpoklady. Pri tvorbe modelu na
vypocet optimalnych deliacich bodov D1, D2, ..., Dr vychddza z principu, Ze jednotlivé
vzdialenosti z matice {dij} mozno usporiadat’ do rastucej postupnosti hodnot do < d; < ... <

dm. S kazdou hodnotou dh je spojena pocetnost’ vyskytov Nh tejto hodnoty v matici {di;}. Pre
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kazdé celé ¢islo h z mnoziny {0, 1, ..., m} je zavedena hodnota Nn. Hodnota Nn dana
vztahom (2.2.70) udava pocet prvkov matice {dijj} rovnych vzdialenosti dn, pricom

z kazdého stipca vyluéuje p - 1 najvacsich hodnét.

N, =[{d;siel, jed,d;=d,}| preh=0,1...,m (2.2.70)

AKk existuje prave r roznych hodn6t medzi do a dm, poloZia sa deliace body D1, Do, ..., Dy
rovné tymto hodnotam. RieSenim pokryvacej ulohy (2.2.64) — (2.2.68) je ziskané exaktné
rieSenie povodnej tlohy (2.1.07) — (2.1.12). V opa¢nom pripade je ziskany len odhad
hodnoty povodnej ucelovej funkcie, nakol'ko o vzdialenosti medzi kazdym zakaznikom a
jeho najbliz§im vybudovanym strediskom je informadcia, ze padne do niektorého z
intervalov. Spominané poéetnosti Nnnam pozadovany odhad neposkytnu, pretoze odrazajt
iba vyskyty hodnét dn v matici {dij}. Ak pre kazdé h =0, 1, ..., m zavedieme Konstantu nn
vyjadrujucu pocetnost’ vyskytov hodnoty dy Vv zatial’ neznamom optimalnom rieseni, potom
moézeme celkovil chybu odhadu vzdialenosti minimalizovat pomocou deliacich bodov
ziskanych rieSenim matematického modelu. Vztah medzi hodnotou Nh ann je dana

nasledovnym vztahom:

—-d
n, = Nye T (2.2.71)

Symbol T reprezentuje parameter tzv. teplota, Nn je spominana frekvencia vyskytu. Pre

horny odhad vzdialenosti optimdlnych deliacich bodov matematicky model vyzera
nasledovne (2.2.72) — (2.2.76):

m t
Minimalizujte Z Z(dt —dp) npzZp: (2.2.72)
t=1 h=1
Za podmienok: Z(h-1)t < Zne pret= 23,..,m; h=23,...,t (2.2.73)
m
Zzht =1 preh=12,..,m (2.2.74)
t=h
m-1
Ztt =7 (2.2.75)
t=1




zn: €{0,1} pret= 1,2,...,m; h=12,..,t (2.2.76)

Ugelova funkcia (2.2.72) minimalizuje celkovii chybu odhadu vzdialenosti, pri¢om berie
do uvahy ocakavanti pocetnost’ nh kazdej hodnoty dn v optimalnom rieseni Glohy. Bivalentna
premenna znt nadobtida hodnotu jedna prave vtedy, ked’ vzdialenost’ dh patri do intervalu,
ktory kon¢i hodnotou dt. Vdzobné podmienky (2.2.73) zabezpecujt, ze vzdialenost’ dnh-1 mdze
patrit’ do intervalu, ktory kon¢i hodnotou dx, len vtedy, ak vSetky vzdialenosti medzi dh-1a dt
patria do tohto intervalu. Podmienka (2.2.74) hovori, ze kazda hodnota musi patrit’ prave do
jedného intervalu. Posledna podmienka (2.2.75) zabezpeCi prave r deliacich bodov.
Nenulové hodnoty premennych zy indikuju vzdialenosti di, ktoré zodpovedaju deliacim
bodom. Podrobnosti o radialnom pristupe a deliacich bodoch pre dolny odhad vzdialenosti
st popisané v zdrojoch [35] a [38].

Vyhodou tohto pristupu je moznost’ riesit’ tlohu nadvrhu verejného obsluzného systému
pomocou univerzalnych solverov, ktoré nevyzaduju zlozité implementaéné zrucnosti.
Vseobecne je zname, Ze rieSenie rozsiahlych kapacitne obmedzenych uloh je v ramci
univerzalnych solverov pamitovo aj casovo narocné. Vysledky numerickych experimentov
uvedené v zdrojoch [35] a [38] potvrdzuju, Ze radialny pristup vyznamnym spdsobom
rozsiruje moznosti navrhu Struktury verejného obsluzného systému. Vyhodou tohto pristupu
je pomerne kratky ¢as vypoctu v porovnani s exaktnym rieSenim. Tento pristupu vSak
nezaruc€uje ziskanie optimalneho rieSenia ulohy, o je jeho nedostatkom. Dovodom je, Ze
formulacia ulohy radidlnym pristupom vedie k istej strate presnosti. K demonStracii
uvedenych vyhod a nevyhod boli v Tab. 3 porovnané pristupy z hl'adiska presnosti rieSenia.
Presnost’ rieSenia je dana velkost'ou tzv. gapu, ktory udava percentudlny rozdiel hodnot

ucelovej funkcie exaktného a priblizného rieSenia. Tento gap je mozné zapisat’ nasledovne:

ap :%*mo (2.2.77)

Vo vzorci pre vypocet gapu (2.2.77) je hodnota ucelove] funkcie exaktné¢ho rieSenia
oznacena symbolom ES (exact solution) a skuto¢nt hodnotu ucelovej funkcie pokryvacieho
rieSenia RUF. Exaktné rieSenie s hodnotou uéelovej funkcie ES bolo ziskané pouzitim
univerzalneho IP solveru na model loka¢no-alokacnej tilohy. Vysledky experimentov v Tab.

3 su prevzaté zo zdroja [38].
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Tab. 3 Porovnanie presnosti pokryvacej metdody vzhl'adom k optimalnemu rieSeniu

Exaktné riesenie Pok?/vacz p Tstup
1] p r=20,T=1
UF Cas [s] RUF gap [%] Cas [s]
500 250 953 26,5 953 0,00 0,90
500 167 1828 35,76 1828 0,00 0,99
500 125 2532 30,48 2534 0,08 2,17
500 100 2961 25,33 2967 0,20 1,13
500 50 4619 38,26 4890 5,87 7,80
500 25 5899 147,78 6075 2,98 16,13
600 300 939 49,97 939 0,00 1,29
600 200 1989 47,52 1989 0,00 1,30
600 150 2664 43,23 2664 0,00 1,57
600 120 3033 56,07 3035 0,07 1,83
600 60 4498 71,50 4532 0,76 10,04
600 30 6205 182,04 6462 4,14 104,7
700 350 963 80,03 963 0,00 2,29
700 233 1865 75,17 1865 0,00 2,60
700 175 2554 76,77 2554 0,00 3,09
700 140 3013 85,97 3013 0,00 2,83
700 70 4700 129,52 4716 0,34 2,76
700 35 6104 346,48 6356 4,13 58,66

Lstipec |I| udava vel’kost riesenej ilohy

2stipec p udava hodnotu maximalneho po&tu stredisk

4 stipec UF udava hodnotu ticelovej funkcie exaktného riesenia

4 stipec Cas [s] udava ¢as trvania vypoétu jednotlivych metod

5 stipec RUF udéava hodnota rie§enia pokryvacej tlohy

8stipec Gap [%] udava percentualny rozdiel hodnét ugelovej funkcie exaktného a priblizného riesenia
7 zelena farba — hodnota optimalneho riesenia

8 oranzova farba — najlepsi vypoctovy &as pri ziskani optimélneho rieSenia

2.2.6 Lagrangeova heuristika pre rieSenie ilohy vaZzeného p-medianu

Lagrangeova heuristika popisana v zdroji [39] riesi tlohu vazeného p-medianu, ktora

sme popisali v kapitole 2.1.2 matematickym modelom (2.2.78) — (2.2.83).

Minimalizujte Z Z b;jd;; z;; (2.2.78)
i€l jej

Za podmienok: Zzij =1 prej €] (2.2.79)
i €l
Zij < yi prei€l, jE€] (2.2.80)
Z YisDp (2.2.81)
i€l
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y; €{0,1} prei €l (2.2.82)
z;; €{0,1} prei €I, je] (2.2.83)

Vykonanim Lagrangeovej relaxacie podmienok (2.2.79) v matematickom modeli
(2.2.75) — (2.2.80) ziskame relaxovant lohu (2.2.84) — (2.2.88), v ktorej parametre ¢; st

Lagrangeové multiplikatory.

Minimalizujte Z z bjd;j z;; + z oy (1 — 2 zij> (2.2.84)

i€l jej JEJ i€l

Za podmienok: Zij S Y prei€l, je€] (2.2.85)
z YisDPp (2.2.86)
i€l
y; €{0,1} prei €1 (2.2.87)
z;; €{0,1} prei €1, j€E] (2.2.88)

Pre Tubovol'né nastavenie ¢; bude hodnota optimélneho rieSenia relaxovanej tlohy
(2.2.84) — (2.2.88) dolnou hranicou nerelaxovanej ulohy (2.2.78) — (2.2.83). Lagrangeova
Gloha predstavuje nastavenie takych ¢;, kde sa bude hodnota optimélneho rieSenia
relaxovanej tlohy (2.2.84) — (2.2.88) najviac priblizovat’ k hodnote pévodnej tilohy (2.2.78)
—(2.2.83). Pre zadané hodnoty Lagrangeovych multiplikdtorov ¢; vypocitame hodnoty Vi

nasledovnym vztahom:

v, = Z min{0, b;d;; — ¢;} prei €l (2.2.89)
3]

Nasledne vyberame p umiestneni s najmensou hodnotou Vi, kde hodnota V; udava mieru
vyhodnosti pridania strediska i do rieSenia. Pre vybrané umiestnenia i nastavime hodnoty
premennych yi na hodnotu jedna. Hornti hranicu HH nerelaxovanej ulohy ziskame
priradenim zdkaznika k najblizSiemu umiestnenému stredisku, kde yi =1 a vyhodnotenim

vzt'ahu (2.2.90), ktory odpoveda ucelovej funkcii (2.2.78).
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i€l jEJ

Pri vypocte dolnej hranice DH nerelaxovanej ulohy ziskanej vzt'ahom (2.2.91), ktory
odpoveda ucelovej funkcii (2.2.84), nastavujeme prirad’ovacie premenné zjj pre vSetky i na
hodnotu jedna v pripade, ak plati, ze yi = 1a b;d;; — ¢; < 0, inak st priradovacie premenné

Zjj nastavené na hodnotu nula.

DH =ZZ(bde—<pJ-)ZU+ Zq;,- (2.2.91)

i€l jeJ j€J

Nastavenie prirad'ovacich premennych zj moéze narusovat podmienky (2.2.79),
v pripade kedy zakaznikovi nie je priradené Ziadne stredisko a niektori zakaznici naopak
mozu byt priradeni k viacerym strediskam. Co nam znizuje hodnotu dolnej hranice, ktora je
zat'azena poslednym ¢lenom vo vzt'ahu (2.2.84). Znizit’ mieru zat'azenia posledného ¢lena
(2.2.84) a tym vyssiu hodnotu dolnej hranice ziskame vylepsenim hodnot Lagrangeovych
multiplikatorov ¢; pomocou subgradientovej metody. Opakovanim postupu aktualizicie
premennych zj, vyhodnotenia vztahu (2.2.91) azmenou hodnét Lagrangeovych
multiplikatorov ¢; subgradientovou metodou ziskame najlepSiu dolnt hranicu DH.
Podrobnejsie informacie 0 Lagrangeovom algoritme pre rieSenie ulohy p-medianu st
uvedené v zdroji [19].

Lagrangeové multiplikatory ¢; spolu s najlepSou dolnou hranicou DH nerelaxovanej
ulohy a hornou hranicou rieSenia HH vstupuji do metody vetiev a hranic. V kazdom vrchole
stromu prehl'adania sa vykonava proces redukcie, kde sa identifikuje mnoZzinu prikdzanych
a zakdzanych umiestneni stredisk. MnoZinu prikdzanych umiestneni stredisk predstavuju
strediskd, kde premenna yi je fixovand na hodnotu jedna. Mnozinu zakézanych umiestneni
stredisk predstavuju strediska, kde premenna ;i je fixovana na hodnotu nula. Pri vybere
prikazanych a zakazanych stredisk st stredisk4 usporiadané na zéklade hodnoty Vi tak, Ze
V@) prestavuje i-tu najmensiu hodnotu Vi. Vip predstavuje najvacSiu hodnotu Vi
nachadzajicu sa v najlepSom znamom rieseni. Zatial' ¢o V[p+1] je najmensia hodnota Vi
nezahrnutd v najlepSom znamom rieSeni. Pridanie strediska iz mnoziny | Vv najlepSom
znamom rieSeni do mnoziny prikazanych umiestneni stredisk je na zaklade platnosti vztahu.

UB < LB — Vj +V[p+1]. Pridané stredisko pri spracovani dané¢ho vrchole patri do mnoziny
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prikazanych umiestneni stredisk vsetkych jeho potomkoch. Pridanie strediska i z mnoziny
I, ktoré sa nenachadza v najlepSom zndmom rieSeni do mnoziny zakazanych umiestneni
stredisk je na zdklade platnosti vztahu UB < LB — Vi +V[p+1). Pridané stredisko pri
spracovani daného vrchole patri do mnoziny zakazanych umiestneni stredisk vsetkych jeho
potomkoch. Tymto postupom sa snazime zredukovat’ mnozinu kandidatov na vetvenie, ktoré
nam mozu priniest’ kvalitnejSie rieSenie. Zredukovanim mnoziny kandidatov sa urychli aj
metoda vetiev a hranic spracovanym mens$ieho poctu vrcholov. BliZzsi popis Lagrangeovej

heuristiky najdete v zdroji [39].

51



3 Ciele a metodika prace

3.1 Ciele prace

Cielom dizertatnej prace je vyskum metéd navrhovania verejnych obsluznych
systémov s exaktnym optimalizatnym jadrom pri vyuziti prostriedkov aplikovanej
informatiky. Tento hlavny ciel’ je mozné rozdelit’ na jednotlivé Ciastkové ciele.

Prvym ciastkovym cielom je vylepsit' rieSenie Glohy navrhu verejného obsluzného
systému ziskané Erlenkotterovym pristupom s Lagrangeovou relaxaciou. Tento Ciastkovy
ciel’ v sebe zahfa:

* navrh heuristickych metod, ktoré vylepSia rieSenie ziskané iterativnym
pristupom,

* obmedzenie vetviaceho algoritmu v metdde vetiev a hranic, ktoré vylepsi
rieSenie ziskané iterativnym pristupom,

* porovnanie a vyber najvhodnejsicho variantu, ktory vylepsi rieSenie ziskané
iterativnym pristupom.

Druhym c¢iastkovym ciel'om je vylepsenie Erlenkotterovho pristupu pre rieSenie ulohy
navrhu verejného obsluzného systému s Lagrangeovou relaxaciu v najvhodnejSom nastaveni
Lagrangeovho multiplikatora. Tento Ciastkovy ciel’ zahfia:

* analyza nakladov distribuéného systému a vypracovanie hrubého odhadu
nakladov distribu¢ného systému,

* navrh iterativneho pristupu s odhadom Lagrangeovho multiplikatora,

* porovnanie iterativnych pristupov zalozenych na metdde bisekcie alebo
hrubom odhade najvhodnejSieho nastavenia Lagrangeovho multiplikatora.

Tretim Ciastkovym cielom je zovSeobecnenie Erlenkotterovho pristupu pre rieSenie
ulohy navrhu verejného obsluzného systému. Tento Ciastkovy ciel’ pre navrh exaktného
algoritmu zahfna nasledovné podciele:

* rieSenie umiestiovacej lohy s obmedzenym poctom vybudovanych stredisk
priamo v metode vetiev a hranic s vyuzitim teorie duality,
* rozpracovanie teérie duality pre ziskanie dobrej dolnej hranice umiestiiovacej

ulohy s obmedzenym poc¢tom vybudovanych stredisk,
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vyskum prinosu resp. dopadu réznych modifikécii dudlneho pristupu k
ziskaniu dolnej hranice rieSenia pre pripady, kedy model kapacitne
neobmedzenej umiestiovacej ulohy rozSirime o obmedzenie poctu
vybudovanych stredisk,

vyskum prinosu alebo dopadu rézneho vyberu kandidata na vetvenie
V metode vetiev a hranic,

vyskum prinosu resp. dopadu réznych modifikacii dualneho pristupu k
ziskaniu hornej hranice rieSenia umiestiiovacej ulohy s obmedzenym poctom

vybudovanych stredisk.
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3.2 Metodika prace

Metodika prace sleduje ciel, ktorym je vyskum metdd S exaktnym optimalizaénym
jadrom pri vyuziti prostriedkov aplikovanej informatiky za Géelom ziskania efektivneho
softvérového nastroja na podporu rozhodovania o struktire verejného obsluzného systému.

Matematicky model navrhu verejného obsluzného systému, ktory minimalizuje
disjutilitu priemerného zédkaznika odpoveda umiestiiovacej lohe 0 vazenom p-mediane. Ide
o ulohu 0-1 matematického programovania, ktord patri k NP-tazkym uloham, kde
u vsetkych doteraz znamych exaktnych algoritmov pocet operacii resp. doba vypoctu rastie
s velkost'ou rieSenej tulohy rychlejsie ako akakol'vek polynomidlna funkcia. Teda
efektivnost’ v pripade exaktnej metody, resp. algoritmu, bude merand dobou, za ktoru dany
algoritmus najde pre ulohu danej vel'kosti optimalne rieSenie.

V pripade aproximativnej metody, ktord moze viest’ k suboptimalnemu rieSeniu, bude
efektivnost’ algoritmu pre dany rozmer ulohy merana dvoma parametrami, jednak dobou
potrebnou pre ziskanie vysledného riesenia a d’alej odchylkou hodnoty vysledného rieSenia
od optimalneho rieSenia (ak je zname) alebo od dolnej hranice optimélneho riesenia.

Skiimané metody navrhu Struktiry verejného obsluzného systému su zaloZené na
principe vetiev a hranic. O algoritmoch zaloZenych na tomto principe je zndme, Ze ich
ucinnost’ zavisi na tom ako kvalitne pracuju na danom type ulohy procedury vypocitavajuce
horné adolné hranice najlepSiecho rieSenia obsiahnut¢ho Vv modelmi vymedzenych
podmnozinach rieSeni. Prave tu je kvalita ur¢end dvoma parametrami a to dobou vypoctu
a presnost'ou ziskania hranice. Jednoduchou uvahou mdzeme ukézat, Ze krajné pristupy
k navrhom zmienenych procedur nevedi ku kvalitnej metode navrhu verejného obsluzného
systému. Ak je urCenie dolnej hranice navrhnutou procedirou vel'mi presné, je obvykle
vel'mi pomalé (jedna sa prevazne o heuristiku) a teda aj ked’ je v metdde vetiev a hranic
vd’aka svojej presnosti realizovand na menSom pocte podmnoZin rieSeni, trva celkovy
vypocet velmi dlho. Naopak, ak je procedura rychla je obvykle malo presna a je potom
vykonana na omnoho va¢som pocte podmnozin mnoziny vSetkych rieSeni a celkovy vypocet
trva opdt’ vel'mi dlho. Preto pri vyskume metod rieSenia vychadzam z hypotézy, ze pre dany
typ ulohy existuje nejakd Specifickd ,, zlata strednd cesta”, kedy existuju procedury,
Vv ktorych vhodny kompromis rychlosti a presnosti dosiahne to, ze celkova doba metody
vetiev a hranic bude mala. Overenie tejto hypotézy v skimanom pripade urcuje i metodiku

vyskumu. Ta bude spoc¢ivat’ v hl'adani procedur pre urcovanie hornych a dolnych hranic

54



modelom definovanych podmnozin mnoziny pripustnych rieSeni navrhu verejného
obsluzného systému s regulovanou presnostou adobou vypoctu a Vv stidiu toho ako
prislusny kompromis ovplyvni chod celej metody.

Erlenkotterov pristup s Lagrangeovou relaxaciou umoznuje rieSit ulohu navrhu
verejného obsluzného systému. Pouzitim Lagrangeovej relaxacie dokdzem transformovat
umiestiiovaciu ulohu s obmedzenym poctom vybudovanych stredisk na kapacitne
neobmedzenu umiestiovaciu. Ziskanie optimalneho rieSenia danej tlohy nie je zaru¢ené, ¢o
povazujem za hlavni nevyhodu tohto pristupu. Neziskanie optimalneho riesenia, ale
nevyluCuje moznost vylepsit rieSenie ziskané algoritmom pMBBDual, ktory realizuje
Erlenkotterov pristup s Lagrangeovou relaxaciou. Pre naplneni tohto ciel’a, rozanalyzujem
a navrhnem mozné spdsoby vylepsenia tohto iterativneho pristupu.

Prvym spdsobom vylepSenia rieSenia Erlenkotterovho pristupu s Lagrangeovou
relaxaciou je doplnenie rieSenia pomocou heuristickej metody. V ramci naplnenia tohto
podciela navrhnem tri heuristické metédy zalozené na rdznych pristupoch k vylepseniu
rieSenia, porovnam jednotlivé metody na zaklade vypoétového ¢asu a hodnoty ziskaného
rieSenia S univerzalnym IP solverom.

Druhym sposobom vylepSenia rieSenia Erlenkotterovho pristupu s Lagrangeovou
relaxaciou je obmedzenie vetvenia v metode vetiev a hranic. V ramci naplnenia tohto
podciel’a upravim metodu vytvarajucu strom vetvenia dodanim obmedzujicich podmienok
do procesu vetvenia. Porovnam tento sposob s univerzalnym IP-solverom a spominanymi
heuristickymi metédami na zaklade vypoctového Casu a hodnoty ziskaného rieSenia, kde
vyberiem najvhodnejsiu metddu vylepSenia.

V ramci naplnenia ¢iastkového ciel’a, ktorym je vylepSenie Erlenkotterovho pristupu
s Lagrangeovou relaxaciou naziskanie najvhodnejSieho nastavenia Lagrangeovho
multiplikatora analyzujem vzt'ah medzi hodnotou fixnych nakladov a po¢tom umiestnenych
stredisk. Na zaklade analyzy vypracujem hruby odhad nastavenia Lagrangeovho
multiplikatora. Navrhnem iterativny pristup zaloZzeny na hrubom odhade Lagrangeovho
multiplikatora, ktory porovnam s iterativnym pristupom K ziskaniu najvhodnejsieho
nastavenia Lagrangeovho multiplikdtora pomocou bisekéného algoritmu vo vypoctovom
Case a pocte vykonanych iteracii.

V ramci moznosti rieSenia ulohy navrhu verejného obsluzného systému aj priamo

Vv metdde vetiev a hranic zovSeobecnenim Erlenkotterov pristup. Naplnenie tohto
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Ciastkového ciel'a znamena rozpracovat teoriu duality pre tulohu navrhu verejného
obsluzného systému, teda umiestiiovacej tlohy S obmedzenym poctom vybudovanych
stredisk. Na zéklade podrobného rozpracovania tedérie duality pre rieseny problém
skonstruujem exaktny algoritmus zaloZzeny na metdde vetiev a hranic s Erlenkotterovskym
pristupom k dolnej a hornej hranici. V ramci navrhu a konstrukcie algoritmu navrhnem
proceduru pre ziskanie dolnej hranice, hornej hranice, procediru pre ziskanie kandidata na
vetvenie v metode vetiev a hranic a procedtru uskutoé¢iujucu metddu vetiev a hranic.

V ramci naplnenia podciela, ktorym je vyskum prinosu resp. dopadu roznych
modifikacii dualneho pristupu k ziskaniu dolnej hranice rieSenia, navrhnem alternativne
metody pre ziskanie dolnej hranice riesenia. Procediry porovnam na zaklade nasledujucich
parametrov: vypoctového casu algoritmu, poctu spracovanych vrcholov v metdde vetiev
a hranic a ziskanej dolnej hranice korena. Na testovanie kvality dolnej hranice, ktort ziskam
jednotlivymi metéodami, pouzijem hodnotu optimalneho rieSenia tulohy ziskaného
univerzalnym IP solverom ako hornu hranicu riesenia. Nastavend horna hranica riesenia
umoziuje otestovat’ efektivnost’ vetviaceho algoritmu pri znizovani rozdielu medzi hornou
hranicou rieSenia a dolnymi hranicami spracovanych vrcholov v metdde vetiev a hranic pre
navrhnuté metddy ziskania dolnej hranice. Kvalitna dolna hranica sa odzrkadli men$im
poctom spracovanych vrcholov vo vetviacom algoritme, kratSim vypoctovym ¢asom ako aj
hodnotou dolnej hranice korena blizsie k hodnote hornej hranice riesenia.

V ramci naplnenia podciela, ktorym je vyskum prinosu resp. dopadu rdznych
modifikacii dualneho pristupu k ziskaniu hornej hranice rieSenia umiestiiovacej utlohy
s obmedzenym poc¢tom vybudovanych stredisk navrhnem viaceré metédy pre ziskanie
hornej hranice spracovaného vrcholu v metdde vetiev a hranic, porovnam ich s uz pouzitou
procedurou v navrhnutom algoritme a vyhodnotim ich pouzitel'nost’.

V ramci naplnenia podciela, ktorym je vyskum prinosu alebo dopadu r6zneho vyberu
kandidata na vetvenie v metéde vetiev a hranic navrhnem viaceré metddy zalozené na
vyhodnoteni komplementarnych podmienok, porovnam ich suz pouzitou metédou pre
ziskanie kandidata na vetvenie v navrhnutom exaktnom algoritme a vyhodnotim ich
pouzitel'nost’.

Navrhnuté algoritmy budu testované na benchmarkoch z cestnej siete Slovenskej
republiky, pripadne na testovanych ulohach zo zdrojov uvedenych v literatire, pre

porovnanie jednotlivych pristupov. Benchmarky z cestnej siete Slovenskej republiky
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rozdelim do troch skupin na zaklade rozsahu rieSenej tlohy, a to malé , stredné a vel'ké. Za
malé benchmarky budem povazovat’ testovacie ulohy o rozsahu do 100 zékaznikov a 100
kandidatov na stredisko a poslizia na verifikaciu navrhnutych pristupov a metod. Za stredné
benchmarky budem povazovat tlohy o rozsahu od 100 do 1000 zakaznikov a 100 az 1000
kandidatov na stredisko. Stredné benchmarky rozsahom odpovedaju skoro vSetkym
Slovenskym samospravnym krajom. Za velké benchmarky budem povazovat ulohy
rozmerovo vicsie ako 1000 zakaznikov a 1000 kandidatov na umiestnenie stredisko. Stredné
a velké benchmarky posluzia na vyhodnotenie vhodnosti a pouzitelnosti jednotlivych
navrhnutych metdd v ramci algoritmov pMBBDual a pMedBBDual ako aj celkovej
pouzitel'nosti navrhnutych algoritmov pre rieSenie tlohy ndvrhu verejného obsluzného
systému. Na verifikaciu navrhnutych algoritmov st pouzité benchmarky troch typov
v zavislosti od rieSenej tlohy, a to: benchmarky pozostavajtce len z matice vzdialenosti pre
rieSenie tlohy p-medianu, benchmarky pozostavajice z matice vzdialenosti a poziadaviek
zakaznikov pre rieSenie ulohy vazeného p-medianu a benchmarky pozostavajice z matice
vzdialenosti a fixnych nakladov, pripadne poziadaviek zdkaznikov, pre rieSenie kapacitne
neobmedzenej umiestiiovacej ulohy. Na zaklade tohto roz¢lenenia benchmarkov ukazem
moznost riesenia réznych uloh navrhu verejnych obsluznych systémov. VSetky experimenty

budu realizované na PC s procesorom i7 Q720 a 8GB RAM.
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4 Vysledky a ich zhodnotenie

V tejto kapitole ukazem ako som naplnil jednotlivé ciele zadania. Ukazem ako som
vylepsil rieSenie ziskané Erlenkotterovym pristupom s Lagrangeovou relaxaciou ako aj
samotny pristup K ziskaniu najvhodnejSicho nastavenia Lagrangeovho multiplikatora.
Ukazem zovseobecnenie Erlenkotterovho pristupu pre riesenie ulohy navrhu verejného
obsluzného systému priamo v metode vetiev a hranic, na zaklade ktorého som skonstruoval
exaktny algoritmus ako aj vylepsenie tohto exaktného algoritmu pre ziskanie dolnej hranice,

hornej hranice a kandidata na vetvenie.
4.1 ZlepSenie rieSenia ziskaného iterativhym pristupom

Rozsirenie Erlenkotterovho pristupu popisané v kapitole 2.2.3 umoznilo riesit’ ulohu
navrhu verejného obsluzného systému transforméciou kapacitne neobmedzenej
umiestiiovacej Ulohy pomocou Lagrangeovej relaxdcie na umiestiiovaciu ulohu
s obmedzenym poctom vybudovanych stredisk. Na zaklade ziskanych poznatkov o
Erlenkotterovom pristupe S Lagrangeovou relaxaciou pre rieSenie umiestiiovacej ulohy
s obmedzenym poétom vybudovanych stredisk, ktoré st popisané v kapitole 2.2.3, som sa
zameral na podrobnejSie rozanalyzovanie nevyhod tohto pristupu a navrhol mozné
vylepsenie rieSenia ziskaného tymto iterativnym pristupom [14].

VylepSenie rieSenia ziskaného Erlenkotterovym pristupom s Lagrangeovou relaxaciou
spociva v zlepSeni rieSenia ziskaného algoritmom pMBBDual, popisaného v kapitole 2.2.3,
za podmienky, Ze vysledkom nebolo optimalne rieSenie. ZlepSenie ziskaného rieSenia
algoritmom pMBBDual realizujem pomocou navrhu vhodnej heuristickej metody alebo
formou obmedzenia vetvenia v metdode vetiev a hranic. Tieto spdsoby vylepSenia vSak
vychadzaju z predpokladu, Ze je k dispozicii nejaké uz ziskané rieSenie nazyvané aj ako
najlepSie ziskané pripustné rieSenie, ktoré vSak nezodpoveda optimalnemu rieSeniu, prip.
nepripustného rieSenia S najmenSou mierou nepripustnosti. RieSenie ziskané algoritmom
pMBBDual je najlepSim ziskanym pripustnym rieSenim rieSenej Ulohy, kedy pocet
umiestnenych stredisk je mensi alebo rovny ako p a hodnota ucelovej funkcie je najmensia,
aka mohla byt tymto algoritmom ziskana. Na druhej strane, rieSenie povazujeme za

nepripustné rieSenie s najmensou mierou nepripustnosti, ak poc¢et umiestnenych stredisk je
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vacsi ako p a je najblizsie k tejto hodnote p, pricom hodnota ucelovej funkcie tohto riesenia

je najmensia, akd mohla byt’ algoritmom pMBBDual ziskana.

4.1.1 Heuristické vylepSenia rieSenia

Prvym spominanym sposobom Vylep$enia je dodanie ¢o najlepSej kombinacie stredisk
obsluhy do poc¢tu p nejakou heuristickou metédou. Navrhol som tri vylepSovacie heuristiky
S roznymi stratégiami vyberu stredisk obsluhy [10]. V niZsie popisanych vylepSovacich
heuristikach, v ktorych sa mnohokrat prepocitava hodnota ziskaného rieSenia, vyuzijem

mikrooptimalizany vypocétovy postup, ktory je popisany v zdroji [29].

Variant V1 — Vkladacia heuristika so stratégiou najlepsi vhodny

Princip vkladacej heuristiky so stratégiou najlepsi vhodny je zalozeny na predpoklade,
ze je k dispozicii najlepSie ziskané pripustné rieSenie, ktoré pozostdva z mensieho poctu
umiestnenych stredisk ako p. Nech pocet stredisk najlepsieho ziskaného pripustného riesenia
algoritmom pMBBDual je r a p udava maximalny mozny pocet moznych umiestneni
stredisk. Tu hl'adam stredisko zo vsetkych nezaradenych stredisk s najvacsim zlepSenim
hodnoty téelovej funkcie doterajSicho rieSenia k novému rieSeniu S r+1 poétom stredisk.
Najdené stredisko, ktoré najviac zlepsi hodnotu rieSenia, nazyvané najlepsim vhodnym,
zaradim do rieSenia. Proces hladania a vkladania stredisk opakujem pokiall pocet
umiestnenych stredisk nie je rovny poctu p, kedy vkladacia heuristika skon¢i. Pocet

pridanych stredisk je teda rovny rozdielu (p-r).

Variant V2 — Vymenna heuristika 1-1 so stratégiou prvy vhodny

Princip vymennej heuristiky so stratégiou prvy vhodny je zaloZeny na predpoklade, Ze
je k dispozicii nepripustné rieSenie S najmensou mierou nepripustnosti. Nepripustné rieSenie
S najmensou mierou nepripustnosti predstavuje rieSenie, kde pocet umiestnenych stredisk je
vacsi ako p, priCcom hodnota ucelove] funkcie tohto rieSenia je najmensia, aka mohla byt’
algoritmom pMBBDual ziskana. Hladam prave p stredisk zo stredisk umiestnenych
Vv ziskanom nepristupnom rieSeni, ktoré poskytuju najlepsiu hodnotu pripustného rieSenia.
Vlozim p stredisk z tych, ktoré boli obsiahnuté v nepripustnom rieSeni S najmenSou mierou
nepripustnosti ziskané algoritmom pMBBDual a vytvorim pripustné rieSenie. Toto pripustné
rieSenie sa snazim vylepsit' 1-1 vymennou stredisk z pripustného rieSenia so strediskami,

ktoré neboli zaradené do tohto pripustného riesenia, ale boli V nepripustnom rieseni

59



S najmenSou mierou nepripustnosti. Vyuzivam stratégiu prvy vhodny, ¢o znamena, Ze
vymena nastane vzdy, ak najdem prvé dve strediskd, ktorych vymena zlepsi rieSenie.
Vymennd 1-1 heuristika so stratégiou prvy vhodny konci, ak ziadna vymena prvkov

neprinesie zlepsSenie alebo hodnota riesenia odpoveda dolnej hranici rieSenia.

Variant V3 — Dvojfazova heuristika s prerozdelenim stredisk

Princip dvojfazovej heuristiky s prerozdelenim stredisk demonstrujem na nasledujicom
priklade znazornenom na Obr. 2 az Obr. 5. Zoberme do uvahy, Ze algoritmom pMBBDual
ziskam rieSenie ulohy névrhu verejného obsluzného systému, pricom toto rieSenie
neodpoveda optimalnemu rieSeniu danej tlohy. Hodnota parametra p je rovna desat’ a pocet
umiestnenych stredisk v najlepSom pripustnom rieseni je devit’. Ako je znazornené na Obr.
2, potrebujem doplnit’ jedno stredisko do rieSenia. Tento variant si vyzaduje, aby si
algoritmus uchoval aj nepripustné rieSenie S najmenSou mierou nepripustnosti ziskané
algoritmom pMBBDual. Priklad nepripustného riesenia S najmensou mierou nepripustnosti
je znazorneny na Obr. 2 s po¢tom vybudovanych stredisk trinast. Cisla v Obr. 2 az Obr. 5
predstavuju identifikatory stredisk zo ziskaného rieSenia. Tieto identifikatory oznacuju
miesta, kde sa ma umiestnit’ stredisko. Na Obr. 2 az Obr. 5 st zelenou farbou oznacené
strediska obsluhy, ktoré sa nachadzajii v oboch rieseniach, pripustnom aj nepripustnom
rieSeni. Cervenou farbou sl oznaGené strediska obsluhy, ktoré sa nachadzaju iba v jednom

Z rieSeni

Najlepiie pripustné riefenie: ‘ 1 ‘ 3 ‘ 4 . 6 - 11 | 15 -
Nayjlepiie nepripustné rieenie: E! 314 6

Obr. 2 Priklad najlepsicho pripustného a nepripustného rieSenia

Ak mam k dispozicii pripustné aj nepripustné rieSenie mézem realizovat’ prerozdelenie.
Prerozdelenie stredisk spoCiva vo vytvoreni mnozin Is alp zprvkov pripustného
a nepripustného riesenia, ako je znazornené na Obr. 3. Mnozina Is obsahuje strediska, ktoré
st spolo¢né v oboch rieseniach, znazornené v Obr. 2 az Obr. 5 zelenou farbou. Mnozina Ip
obsahuje strediska, ktoré sa nachadzaju iba v jednom z rieSeni, znazornené v Obr. 2 az Obr.

5 €ervenou farbou.
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Mnozina I - 1 (3461115

Y- [afs[sls] 7|5 ss] ]

Obr. 3 Prerozdelenie stredisk na mnoziny Is a Ip

Dvojfazova heuristika predstavuje kombindciu obmedzenej vstuvacej heuristiky
s obmedzenou vymennou heuristikou. Prvou fazou je doplnenie stredisk z mnoziny Is
strediskami z mnoziny Ip do poctu p. Ako je znazornené na Obr. 4, toto doplnenie rozdel'uje
mnozinu Ip na dve jej podmnoziny, mnozinu zaradenych prvkov Ipi amnozinu
nezaradenych prvkov Ipn. Tato prva faza odpoveda obmedzenej vsuvacej heuristike, ked'ze
vsuvam prvky do rieSenia a som obmedzeny na vyber prvkov iba s mnoziny Ip, nakol’ko

vyber prvkov zo vSetkych nezaradenych stredisk je ¢asovo naro¢ny.

Doplnenie stredisk do poétu p: 1| 3| 4 6 | 11 | 15 _
Mnozina zaradenvch prvkov I, : _

Obr. 4 Faza doplnenia a rozdelenie mnoZiny Ip na podmnoziny Ipia lon

Po skonceni prvej fazy nastava druhd faza - faza vymeny, kedy pri zisteni, Ze vymena
je vhodna, sa dané prvky vymenia. Tato faza odpoveda obmedzenej vymennej heuristike,
obmedzenej ked’ze sa vymienajt iba prvky z mnoziny Ip, pricom plati, Ze vymeni sa iba
prvok z mnoziny lp zaradeny do rieSenia za prvok z mnoziny Ipn nezaradeny do rieSenia
(vid’ Obr. 5). Obmedzujem sa iba na vyber nezaradeného prvku z mnozinu Ipn, nakol’ko sa

snazim zmens$it' dobu vypoctu a vyber z celej mnoziny je ¢asovo naro¢ny.

Najdenie zlepfema: ‘ 1 ‘ 3 ‘4 ‘6 | 11 ‘ 15

Vymena prvkov 1|3 4 |6 11 | 15

p

Obr. 5 Faza vymeny prvkov pri zlepSeni rieSenia

61



Heuristika skon¢i, ak ziadna d’alSia vymena nezlepsi riesenie. Pre vylepSenie riesenia je

mozné pouzit’ aj iné typy heuristik.

4.1.2 Obmedzenie vetvenia v metdde vetiev a hranic

Variant V4 — Erlenkotterov pristup s obmedzenym vetvenim

Druhym sposobom je moznost obmedzenia vetvenia v metdde vetiev a hranic pre
zlepsenie riesenia ziskaného algoritmom pMBBDual. Vstupom do metoédy vetiev a hranic
je najlepsie pripustné rieSenie spolu so ziskanou hornou a dolnou hranicou riesenia ako aj
hodnota Lagrangeovho multiplikatora pre nepripustne rieSenie SnajmenSou mierou
nepripustnosti. Na zdklade Lagrangeovho multiplikdtora dokazem ziskat’ nepripustné
rieSenie, ktoré sa vo vetveni snazim Spripustnit. Obmedzenie vetvenia spociva vo fixacii
najviac p stredisk na hodnotu jedna. Po fixacii p stredisk na hodnotu jedna, je vetvenie na
hodnotu jedna v danej vetve ukoncené, nakol’ko uz Ziadne pripustné rieSenie d’alej neziskam.
Vetvim len fixaciou umiestiiovacej premennej na hodnotu nula. Tento princip demonstrujem

na nasledovnom priklade znazornenom na Obr. 6.

HH=106
0,1,2
DH=T3
HH=106 4 i
0123 Y rh1Do
Y » 1+
DH=73. DH=T3
- Q . i B
HH=89 > HH=97 HH=85 .4 3" HH=106
0,1,2,34 0,1,23 0,1,2,3
DH=89 DH=82 DH=80 DH=73
& - F : o X -
HH=110 HH=97. HH=114 HH=85 HH=98 HH=106
01,234 0123 01234 0123 0123 012 )
DH=110 DH=82 DH=114 DH=80 DH=93 - DH=106
4 5 4 A -
HH=112 HH=97 HH=100 HH=85
01234 0123 01234 0143 )
DH=112 DH=97 DH=100 ‘

_DH-'-85___ -

Obr. 6 Demonstra¢ny priklad s obmedzenim vetvenia

Zoberme do uvahy ulohu s piatimi kandidatmi na stredisko a desiatimi zakaznikmi.

Maximalny pocet vybudovanych stredisk p je tri. Pre fixaciu na jedna je oznacenie
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fixovaného prvku zelenou farbou, pre fixdciu na nula je oznacenie fixované¢ho prvku
cervenou farbou.

Postupujem ako v metode vetiev a hranic opisanej v kapitole 2.2.1. Na zaciatku
vyberiem z nepripustného rieSenia prvych p stredisk, ktoré budt predstavovat’ rieSenie pre
koren stromu rieSenia a spracujem ho. Ak spracovanim vytvorim dva nové vrcholy, tie
odpovedaju fixovaniu jedného vybraného strediska na hodnotu nula a na hodnotu jedna.
Tento postup opakujem pre kazdy nespracovany vrchol. Ak narazim na vrchol, kde pocet
fixovanych premennych na jedna je rovny p, vrchol vyla¢im z d’alS§ieho prehladania a
aktualizujem dolnt hranicu DH na hodnotu hornej hranice HH. Tato aktualizacia je
znazornena zhodou DH a HH na Obr. 6 vo vrcholoch sfarbenych oranzovou farbou. Na
obrazku je farebne odliSnymi vrcholmi demonStrované zvySenie poctu fixovanych

premennych na hodnotu jedna.
4.1.3 PredbeZné experimenty

Na zaklade vylepseni algoritmu pMBBDual pre zlep$enie rieSenia spominanymi
sposobmi som vytvoril Styri varianty, ktoré je potrebné otestovat’ a vyvodit' zaver, ktora
z variant vylepsenia je najvhodnejsia. Kritériom pri testovani je hodnota ziskaného rieSenia
aplikovanim jednotlivych variant ajej odchylka od optimalneho rieSenia. Dolezitym
kritériom je aj ¢as trvania vypoctu pre jednotlivé varianty. Experimenty som realizoval na
vybranej Casti cestnej siete Slovenska, kde mohutnost’ mnoziny | bola v rozmedzi 100 — 1000
kandidatov na stredisko a mohutnost’ mnoziny J bola v rozmedzi 100 — 2916. Hodnota
parametra p sa pohybovala od hodnoty 5 do 1000. Vsetky experimenty boli realizované na
PC s procesorom i7 Q720 a pamét'ou 8GB RAM. Experimenty boli rozdelené podl'a velkosti
na malé experimenty (100x100), stredné experimenty (315x315) a velké experimenty
(1000x2916). V predbeznych experimentoch som porovnaval vysledky ziskané
univerzalnym IP solverom XPRESS-IVE [50], [51] s vysledkami algoritmu pMBBDual bez
vylepSenia rieSenia a S vysledkami algoritmu pMBBDual s vylepsenim jednotlivymi
variantmi. Pri vylepeni bol vzdy aplikovany jeden variant. Cas vypoétu pre jednotlivé
varianty (V1, V2, V3, V4) predstavuje stihrnny ¢as algoritmu pMBBDual a ¢asu vylepsenia

prave realizovanym variantom.
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Experimenty o rozsahu 100x100 st realizované na ulohe p-medianu definovanej na
vybranych 100 obciach Banskobystrického kraja. Subory, ktoré prisluchaju testovacej ulohe
BB100x100 su uvedené v prilohe 1.

Tab. 4 Vylepsenia algoritmu pMBBDual a ich porovnanie s XPRESS-IVE na tlohe BB100x100

XPRESS-IVE pMBBDual V1 V2 V3 V4
p | t[s] OF t[s] | OFup| OFgrp | NOF ] t[s] | OF | t[s] | OF | t[s] | OF t[s] OF

5] o78 2391 0,18| 2391| 2391 5| 0,18| 2391| 0,18 2391| 0,18 2391 0,18 | 2391
10] 0,76 1275 0,05| 1275| 1275 10| 005| 1275| 0,05 1275 0,05 1275 0,05| 1275
15| 0,72 923 0,03 923 923 15| 0,03 923| 0,03 923 | 0,03 923 0,03 923
20| o073 745 0,03 745 745 20| 0,03 745 | 0,03 745 | 0,03 745 0,03 745
25 0,7 616 0,03 616| 616] 25| 0,03 616 | 0,03 616 | 0,03 616 0,03 616
30] o073 521 0,03 521 521 30| 0,03 521 0,03 521 0,03 521 0,03 521
35| 0,75 441 0,03 456| 441| 34| 0,05 441| 0,05 443 0,04 442 5,11 441
40| o,75 373 0,03 385 373| 39| 0,04 373| 0,06 373| 0,04 373 | 263,91 373
45| 0,89 315 0,02 315 315| 45| 0,02 315| 0,02 315 | 0,02 315 0,02 315
50| 0,86 263 0,02 315 260 45| 0,04 263| 0,04 263 | 0,04 263 0,04| 263
55| 0,75 215 0,03 233 215 53| 0,03 215| 0,04 216 | 0,03 215 4,01 215
60| 0,75 176 0,02 198 174| 57| 0,03 176 | 0,03 176 | 0,03 176 0,04 176
65| 0,75 142 0,02 142 142| 65| 0,02 142 0,02 142| 0,02 142 0,02 142
70| 0,73 112 0,03 142 112| 65| 0,03 112| 0,04 115| 0,04 114 6,29 112
75| 0,75 87 0,03 97 87| 73| 0,03 87| 0,04 89| 0,04 87
80| 0,75 64 0,02 97 62| 73| 0,04 64| 0,03 64| 0,03 64
85| 0,73 44 0,02 60 44| 81| 0,03 44| 0,03 44| 0,03 44
9| 0,73 25 0,02 28 25| 89| 0,03 25| 0,03 25| 0,03 25| 489,17 25
95| 0,73 10 0,03 10 10| 95| 0,03 10| 0,03 10| 0,03 10 0,03 10
100| 0,39 0 0 0 o| 100 0 0 0 0 0 0 0 0

Lstipec p udava hodnotu maximalneho potu stredisk

2stipec t[s] udava &as trvania vypoétu pre jednotlivé metody

3 stipec OF udéva hodnotu ugelovej funkcie pre jednotlivé metody

4 stipec OFyp — hodnotu riesenia nerelaxovanej (pdvodnej) ulohy

5 stipec OFgp— hodnotu riesenia LP-relaxacie — dolnd hranica optimalneho riesenia povodnej Gilohy

Sstipec NOF udava podet vybudovanych stredisk

7 stipce XPRESS-IVE udavajii hodnoty parametrov pre optimalne rieSenie ziskané pomocou univerzalneho solvera

8 stipce pMBBDual udavaju hodnoty vystupnych parametrov riesenia ziskaného algoritmom pMBBDual bez vylepsenia
9 stipee V1, V2, V3, V4 udavajii hodnoty vystupnych parametrov riefenia algoritmom pMBBDual s vylepsenim pomocou variant V1, V2,
V3 alebo V4

10 oranzova farba — hodnota optimalneho riedenia

1 zelena farba — najlepsi vypodtovy ¢as pri ziskani optimalneho rieSenia

12 5iv4 farba - algoritmus pMBBDual poskytol optimalne rieSenie, tym padom sme nemuseli ni¢ vylepSovat

18 gervend farba - algoritmus bol predéasne ukon&eny po 1 hodine vypoctu (3600%)

Na zaklade experimentov z Tab. 4 pri kritériu ziskania optimalneho rieSenia st
najvhodnejsie varianty V1 a V4, kedy som vo vSetkych pripadoch ziskal optimalne rieSenie.
Ak v8ak zoberiem do Givahy ¢as trvania vypoctu st vhodnejsie varianty V1, V2 a V3 oproti
V4. Poskytnutie optimalneho rieSenia variantom V4 stoji v mnohych pripadoch dlhy
vypoctovy ¢as vzhladom na rozsahovo maly typ ulohy. Na zéklade tychto sledovanych
parametrov je ako najvhodnejsi variant V1 z hl'adiska ¢asového tak aj z hl'adiska ziskania
optiméalneho rieSenia. Varianty V2 a V3 napriek porovnateInému vypoctovému casu,

niekedy aj lepSiemu, neposkytli ziskanie optimalneho riesenia Vv tol'kych pripadoch ako
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variant V1. Vyber najvhodnejSicho variantu na zéklade vykonanych experimentov nie je

jednozna¢ny. Preto otestujem varianty na rozsahovo viacésich ulohach, kde sa ukaze ako

obstoja jednotlivé pristupy v sutazi o najvhodnejsi variant.

Experimenty o rozsahu 315x315 boli realizované na tlohe p-medianu definovanej na

mnozine vietkych obci Zilinského kraja. Subory, ktoré prislachaju testovacej ulohe

ZA315x315, st uvedené v prilohe 1.

Tab. 5 VylepSenia algoritmu pMBBDual a ich porovnanie s XPRESS-IVE na ulohe ZA315x315

XPRESS-IVE pMBBDual V1 V2 V3 V4

p OFgs t[S] OFup | OFgp t[S] NoF | OFv; t[S] OFv t[S] OFv3 t[S] OFv4 t[S]
15|  2803] 1413| 2803 2803| 252| 15| 2803] 252| 2803| 252| 2803| 252| 2803| 252
30|  1832| 1874 1832| 1832] 178 30| 1832| 178| 1832| 178| 1832| 1,78| 1832 178
45| 1400] 1365 1420] 1400] 215 44| 1400] 248| 1403| 235| 1400 2,28] 1400] 34450
60| 1138] 1692| 1183| 1138] 207 57| 1139] 235| 1139| 248| 1138| 218] 1138| 175
75 944| 136| 977| osa| 169 72| oas| 201| 044 208] oss| 181 ema| 20
90 gor| 1353 828| 01| 151 87| eor| 168 8o1| 168| so1| 161] 801
105 686 | 1369] 707| 86| 144| 102| 687 174| 695| 174| es8| 161| 690
120 505 1369| 37| 505| 141 113| 595| 208| 04| 18| 07| 161]| 648

135 56| 135| 37| 505| 148 113| s19] 174| 516 174]| 517 168| 56| 17
150 441 1359 06| 441] 165 137| 4ar| 174| 40| 208]| 44| 174]| 503 A
165 32| 1372| s06| 3e6| 168 137| 36| 174| 375| 181] 74| 181| 370 EEWE
180 32| 1412 340| 312] 155] 173| 32| 18| 329 228] 15| 68| 427 LR
195 257| 1445| 340| 252| 148| 173| 257| 168| 269| 195 250| 181| 283 [REENNR
210 212| 1396| 340| 192] 165| 173| 212| 174| 212 1e8| 212| 181 22| 17
225 167 144 206 167] 148] 21| ae7| 16t 173] 201| 167| w61| 193 [JENa
240 123 142|206 122] 155| 212 123| 161 128] 168| 125| a61| 127 RGN
255 93| 1429] 107 93] 128] 248] @3] 161 o5 282| 93| 141| 183 [RRENE
270 63| 1377] 107 3] 1,34| 248] 63| 161 65| 201] 63| 154 107 REEWLR
285 33| 1371 107 33| 158 248] 33] 168 35| 168| 33| 174 37 EEE
300 14 1374 23| 14 158] 201 14| 161 14| 18] 14| 174 a2 [JEENR

! stlipec p udava hodnotu maximalneho poctu stredisk
2 stlpec t[s] udava ¢as trvania vypoctu pre jednotlivé metody
3 stlpec OF udava hodnotu ucelovej funkcie pre jednotlivé metody

4 stipec OFyp — hodnotu riedenia nerelaxovanej (pdvodnej) Glohy

S stipec OFgp— hodnotu riesenia LP-relaxacie — dolnd hranica optiméalneho riesenia pévodnej ilohy

Sstipec NOF udava podet vybudovanych stredisk

7 stlipce XPRESS-IVE udavaji hodnoty parametrov pre optimalne rieSenie pomocou univerzalneho solvera
8 stlpce pMBBDual udavaju hodnoty vystupnych parametrov rieSenia ziskaného algoritmom pMBBDual bez vylepsenia

9stlpce V1, V2, V3, V4 udavaji hodnoty vystupnych parametrov rieSenia algoritmom pMBBDual s vylepsenim pomocou variant VI, V2,
V3 alebo V4

10 oranzova farba — hodnota optimalneho riedenia

1 zelena farba — najlepsi vypodtovy ¢as pri ziskani optimalneho rieSenia
12 5iva farba - algoritmus pMBBDual poskytol optimalne riesenie, tym padom sme nemuseli ni¢ vylepSovat

18 gervend farba - algoritmus bol predéasne ukon&eny po 1 hodine vypoctu (3600*)

Na zaklade vykonanych experimentov uvedenych v Tab. 5 moézem potvrdit

predchadzajiici zaver, Zze variant V4 je Casovo naro¢ny, ¢o spdsobuje takmer Uplna

enumeracia vetviaceho algoritmu. Preto je variant V4 nevhodny pre vylepsenie algoritmu
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pMBBDual. Varianty V1, V2, V3 st vo vacsine pripadov ¢asovo menej narocnejsie ako V4,
no rozdiely medzi tymito variantami V1, V2 a V3 nie st az tak vyrazne, aby som mohol na
zéklade casového hladiska nejaky dalsi vylucit. Ak zoberiem hladisko ziskania
optimalneho rieSenia, tak variant V1 poskytuje v najvdéSom pocte pripadov optimalne
rieSenie, preto je povazovany za najvhodnejSi variant vylepSenia rieSenia algoritmu
pMBBDual. Aby som nasiel vicsie ¢asové rozdiely medzi jednotlivymi variantmi, tak som
otestoval varianty V1, V2 a V3 na rozsahovo este va¢sich tlohach. Nakol’ko variant V4 bol
¢asovo naro¢ny, tak som ho vylucil z d’alSich experimentov.

Experimenty zhrnuté v Tab. 6 0 rozsahu 1000x2916 su realizované na tilohe vazeného
p-medidnu definovanej na mnozine 1000 najvéacsich obci Slovenska a mnozine vSetkych
obci Slovenska. Stbory, ktoré prisluchaju testovacej ulohe SR1000x2916 st uvedené

Vv prilohe 1.

Tab. 6 Porovnanie zlep$enia rieSenia algoritmu pMBBDual na ilohe SR1000x2916

pMBBDual 4} V2 V3
P tfs] OFup OFkgp NoF t/s] OF tfs] OF tfs] OF

50| 1008 535448 535448 50 100,8 535448 100,8 535448 100,8 535448
100 35,4 321869 321869 100 35,4 321869 35,4 321869 35,4 321869
150 65,7 248373 248373 150 65,7 248373 65,7 248373 65,7 248373
200 113,0 207011 207011 200 113,0 207011 113,0 207011 113,0 207011
250| 104,5 178645 178645 250 104,5 178645 104,5 178645 104,5 178645
300 132,4 160076 159044 297 143,0 159044 145,0 159044 142,4 159044
350 68,2 144076 144076 350 68,2 144076 68,2 144076 68,2 144076
400 68,4 132427 132427 400 68,4 132427 68,4 132427 68,4 132427
450 54,9 123775 123615 449 64,8 123615 64,5 123615 63,7 123615
500 68,2 116650 116388 498 72,6 116388 71,5 116388 70,7 116388
550 50,3 110558 110450 549 51,7 110450 56,0 110450 51,9 110450
600 46,0 105418 105418 600 46,0 105418 46,0 105418 46,0 105418
650 46,1 101209 101209 650 46,1 101209 46,1 101209 46,1 101209
700 40,0 98229 97869 694 41,5 97869 42,1 97869 42,0 97869
750 38,6 95308 95158 747 40,0 95158 51,2 95158 38,8 95158
800 38,0 93000 92832 796 38,5 92832 57,0 92832 38,5 92832
850 38,4 90976 90906 848 39,1 90906 51,8 90907 38,6 90906
900 38,1 89648 89340 889 40,0 89340 45,6 89340 38,7 89340
950 39,4 88264 88164 945 39,5 88164 78,7 88164 38,5 88164
1000 0,3 87427 87427 1000 0,3 87427 0,3 87427 0,3 87427

Lstipec p udava hodnotu maximalneho poétu stredisk

2stipec t[s] udava &as trvania vypodtu pre jednotlivé metody

3 stipec OF ud4va hodnotu ti¢elovej funkcie pre jednotlivé metody

4 stipec OFyp — hodnotu riesenia nerelaxovanej (povodnej) ilohy

5 stipec OFgp— hodnotu riesenia LP-relaxacie — dolna hranica optimalneho rieSenia pdvodnej tlohy

8 stipce pMBBDual udavaji hodnoty vystupnych parametrov rieSenia ziskaného algoritmom pMBBDual bez vylepsenia
7 stipce V1, V2, V3 udévaji hodnoty vystupnych parametrov rie$enia algoritmom pMBBDual s vylepSenim pomocou variant V1, V2
alebo V3

8 oranzova farba — ziskand hodnota optimélneho rieenia

® zelen4 farba — najlepsi vypoctovy ¢as pri ziskani optimalneho riesenia

10 siv4 farba - algoritmus pMBBDual poskytol optimalne riesenie, tym padom sme nemuseli ni¢ vylepSovat’
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Na zaklade experimentov v Tab. 6 som pre zvolené hodnoty p vzdy ziskal optimalne
rieSenie, nakol'’ko hodnota optimalneho riesenia odpovedala hodnote dolnej hranice rieSenia.
Vzhl'adom na cas trvania vypoctu toto vylepSenie rieSenia trvalo len zopar sekund, ¢im
mdzem varianty V1, V2 a V3 povazovat’ za vel'mi dobré vylepSenie rieSenia ziskaného
algoritmom pMBBDual. Ako ¢asovo najlepsi sa ukazal variant V3 vo vicSine pripadov. No
na druhej strane ¢asové rozdiely medzi variantmi V3 a V1 nie su nejak velké, na rozdiel od

variantu V2.

4.1.4 Celkové zhodnotenie experimentov

Z realizovanych experimentov mézem vyvodit’ zaver, ze variant V1 poskytuje ziskanie
velmi dobrého rieSenia, hoci nezarucuje vo vSetkych pripadoch ziskanie optimalneho
rieSenia. Treba vSak zdoraznit’, ze variant V1 predstavuje heuristicky pristup k rieSeniu, ¢o
znamena, ze ziskané rieSenie nemusi byt’ optiméalne.

Na zaklade experimentov som zistil, ze variant V2 dokaze vylepsit algoritmus a je
vysledkovo porovnatel'ny s variantom V1. No ukazalo sa aj, ze variant V2 moze byt ¢asovo
naro¢nejsi a optimalne rieSenie nebolo dosiahnuté v takom poéte ako s variantom V1, kde
som vacsinou optimalne riesenie dosiahol.

Na zaklade experimentov som zistil, Zze variant V3 dokaze vylepsit algoritmus a je
vysledkovo porovnatelny s variantom V1 z ¢asového hladiska ako aj pri ziskani
optimalneho rieSenia. Variant V3 dosahoval vo vicsine lepsie vypoctové Casy ako variant
V1. Z hl'adiska pocetnosti ziskania optimalneho rieSenia bol vSak horsi ako V1, avsak lepsi
V porovnani s variantom V2.

Variant V4, ktory obmedzuje vetvenie, nie je vhodny pre vylepSenie algoritmu
pMBBDual, nakol’ko mé tendenciu exponencidlne rast’ cas vypoctu spdsobeny skoro tiplnou
enumeraciou vetvenia v metode vetiev a hranic.

Najvhodnejsim variantom pre vylepsenie rieSenia ziskaného algoritmom pMBBDual je
variant V1, teda vkladacia heuristika so stratégiou najlepsi vhodny.

Ked’ze algoritmus pMBBDual neposkytol vzdy optimalne riesenie, vedie to k hypotéze
¢1 rieSenie Ulohy ndvrhu verejného obsluZzného systému priamou metddou zaloZenou na
zovseobecneni Erlenkotterovho pristupu bez vyuzitia Lagrangeovej relaxacie neprinesie

lepsie vysledky.
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4.2  Vylepsenie Erlenkotterovho pristupu s Lagrangeovou relaxaciou

Rozsirenie Erlenkotterovho pristupu popisané v kapitole 2.2.3 umoznilo riesit’ tlohu
navrhu verejného obsluzného systému transformaciou kapacitne neobmedzenej
umiestiiovacej ulohy pomocou Lagrangeovej relaxacie, ktora viedla na umiestiiovaciu ilohu
s obmedzenym poctom vybudovanych stredisk. Tymto pristupom je realizované iterativne
vyhladdvanie Lagrangeovho multiplikdtora Lg pomocou metody bisekcie. Pre kazda
hodnotu Lagrangeovho multiplikétora ziskanu algoritmom bisekcie sa vykonéva algoritmus
BBDual popisany V kapitole 2.2.1, ktorym ziskam pocet umiestnenych stredisk pri
navySenych fixnych nakladoch vsetkych kandidatov na stredisko 0 hodnotu Lagrangeového
multiplikatora. Bisekciou sa pokisam najst najlepSic nastavenie Lagrangeovho
multiplikatora, ktorému odpoveda najlepsie ziskané pripustné rieSenie. Ziskanie najlepSieho
nastavenia Lagrangeovho multiplikdtora pomocou algoritmu bisekcie mdze viest
k vykonaniu velkého poctu iteracii, ¢o negativne vplyva na vypoctovy cCas. Ziskanie
najlepSieho nastavenia Lagrangeovho multiplikatora je mozné ziskat’ aj odhadom nakladov
distribu¢ného systému. Pri zadanych nulovych fixnych nakladoch je hodnota odhadu
pozadovanych nédkladov pre ziskanie najlepSieho pripustného rieSenia rovna hodnote

Lagrangeovho multiplikatora, ktory urcuje navySenie pévodne nulovych fixnych nakladov.
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Obr. 7 Demonstracny priklad zavislosti poétu vybudovanych stredisk na fixnych nakladoch
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Na zéklade analyzy zavislosti medzi poctom vybudovanych stredisk pr a
pozadovanom nastaveni fixnych nakladov, ¢o je demons$trované na Obr. 7, sa pokusim
odhadnit’ naklady distribu¢ného systému f pre ziskanie pozadovaného poc¢tu umiestnenych
stredisk p. Navrhom iterativneho pristupu s odhadom nakladov na ziskanie pozadovaného
poctu umiestnenych stredisk p sa snazim dosiahnut’ najlepSie nastavenie Lagrangeovho
multiplikdtora s menSim poctom iteracii algoritmu pMBBDual ako som ziskal p&vodne

bisekénym algoritmom.
4.2.1 Odhad nakladov distribu¢ného systému

Vseobecne mozem naklady distribu¢ného systému N(p) odhadnit’ ako sucet sucinov
fixnych nakladov f s po¢tom stredisk p a konstanty ¢ s polomerom r obsluhovanych oblasti

nasledovne:
N(p) =fp+ecr (4.2.01)
Pri rovnomernom rozlozeni poziadaviek budt naklady timerné strednej vzdialenosti,

ktora je za predpokladu kruhovych obsluhovanych oblasti priamo umerna polomeru r. Vzt'ah

medzi polomerom r a poétom stredisk p je mozné vyjadrit’ cez obsluhovant plochu S.

S r2 - > (4.2.02)
= r = i L.
pm -

Upravim vztah (4.2.01) nahradenim polomeru r vztahom (4.2.02):

N(p)=fp+c \/n?_p = fp+c \/gp_zl (4.2.03)

Vztah medzi fixnymi nakladmi f apoctom p ziskam na zaklade prvej derivacie

(4.2.04), druhej derivacie (4.2.05) a urcenia stacionarnych bodov (4.2.06).
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d N(p) c |S =3
= f—= |=p2 4.2.04
i =7 |77 (42.09
d*N(p) 3c |S =5
=— |—p2 >0 4.2.05
d N(p) c |S =3
P P =0 - f = E ;p 2 (4206)

Nahradenim konstant vo vztahu (4.2.06) konstantou K zjednodusim vzt'ah nasledovne:

c |S K
K= — — S p=—

4.2.07
> |7 ( )

2
3

\'ﬁ

Vychadzajme z hypotézy, ze ak fixné naklady f st rovné nule dostaneme pocet stredisk
p rovny m, kde m je pocet vsetkych kandidatov na umiestnenie stredisk. Dosadenie nulovych
nakladov f do vztahu (4.2.07) predstavuje delenie nulou, ¢o pozadovany pocet m neprinesie.
Preto upravim vzt'ah (4.2.07), kde ¢ bude predstavovat’ konStantu, ktora zabezpeci ziskanie

poctu m stredisk pre hodnotu f rovnt nule. Hodnotu 6 mézem vyjadrit’ nasledovne:

K K K
p= 5 > m=—_=- 5=E (4.2.08)

5+ f3 0

Nahradenim ¢ vo vzt'ahu (4.2.08) vyjadrim zavislost’ poctu p na nakladoch f nasledovne:

(4.2.09)

Vo vseobecnosti zo vztahu (4.2.09) vyplyva, ze pre 'ubovolné ndklady F mézem ziskat’
pocet stredisk pr vztahom (4.2.10). KonStantu K je potom zo vztahu mozné vyjadrit

nasledovne:

70



2
(4.2.10)

Zavedenim substitacie konStanty K do vztahu (4.2.09) dostanem vztah medzi

pozadovanym poctom stredisk p s hPadanou hodnotou fixnych nakladov f a po¢tom stredisk

pr S fixnymi nakladmi F:

m
(4.2.11)

p= —
1+ —LEf3
pr F3

Hruby odhad neznamych nakladov pre pozadovany pocet stredisk p ziskam vyjadrenim f zo

vztahu (4.2.11) nasledovne:

_(m=p pr
f (m—PF p

3
)2 F (4.2.12)

Na zaklade uvedenych hypotéz som ziskal hruby odhad nakladov f, ¢o znamena, Ze ani

odhadnuty exponent 3/2 nemusi byt najvhodnejsi. Vo vSeobecnosti moézem vztah (4.2.12)
zapisat’ pomocou exponentu a nasledovne:

(4.2.13)

(nor oy
m-—pr P

f =

Experimentalne sa pokusim ziskat hodnotu exponenta o, ktory by zabezpecil
najvhodnejsi odhad hodnoty nakladov f . Pre ziskanie odhadu f je potrebné okrem hodnoty

exponenta vediet’ resp. spocitat’ pre nejaké zvolené naklady F pocet stredisk pr.

4.2.2 Tterativny pristup s odhadom Lagrangeovho multiplikatora

nastavenie Lagrangeovho multiplikatora

Ziskany hruby odhad predstavuje
Vv jednotlivych iteraciach za podmienky nulovych pociatocnych fixnych nakladov Fo. Potom
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najlepsie nastavenie fixnych nakladov F (Lagrangeovho multiplik4tora), ktorému prislucha

najlepsie ziskané pripustné rieSenie, je ziskané nasledovnym algoritmom:

0. Zvolte ,,ad hoc* nejaké fixné naklady F, ktorych hodnota bude dostato¢né velka
alebo rovna hornému odhadu F, pre ktoré je hodnota pr rovna jednej, hodnotu
exponenta « a r predstavujiice koeficient delenia pre intervalové vyhl'adavanie.

1. Nastavte naklady fmn = 0 a vypocitajte pocet stredisk pmn pomocou algoritmu
BBDual. Nastavte fmx = F, pmx = pr

2. Pre pozadované p vypocitajte f podl'a vztahu (4.2.13).

3. Ak plati, ze fmn <f <fmx nastavte hodnotu nového F = f, inak nastavte hodnotu F

podla vzt'ahu:
F = max{1, (fmx — fmn)/r} (4.2.14)

Pre F spocitajte algoritmom BBDual nov( hodnotu pr.
AK pr > p, polozte fmn = F, pmn = pr.
AK pr < p, polozte fmx = F , pmx=pr.

N oo a A~

Ak pr = p alebo plati, ze fmx — fmn = 1 skoncte, inak spét’ na krok 2.

Takto skonStruovany algoritmus pre ziskanie najlepsieho nastavenia fixnych ndkladov F
zaru¢i ziskanie najlepSicho pripustného rieSenia, ktoré sa rovna ziskanému rieseniu
algoritmom pMBBDual (vid kapitola 2.2.3).

Musime si uvedomit’, ze v kroku 0 navrhnutého algoritmu je potrebné urcit’ hodnotu
fixnych nakladov F, ktorych hodnota bude dostato¢né vel'ka alebo rovna hornému odhadu
F, pre ktoré je hodnota pr rovna jednej, hodnotu exponentu « a koeficient delenia pre
intervalové vyhladavanie r. Pociato¢né fixné naklady F som nastavil na rovnaku hodnotu
ako bola nastavena v bisekénom algoritme pMBBDual. Koeficient delenia r som nastavil na
hodnotu 8 a exponent « na fixnti hodnotu 1,5. Treba si vSak uvedomit’, Ze exponent o nemusi
byt len fixny, ale mdze sa aj po¢as vypoctu menit’ na zaklade vyhodnotenia predoslého
kroku. Vhodnost' zvolenych nastaveni parametrov o a r ako aj hypotézu o aktualizacii
parametra a pocas vypoctu sa budem snazit' experimentalne potvrdit’ alebo vyvratit' na

j jSi najst’ ich najlepsie nastavenie.
benchmarkoch zo slovenskej cestnej siete a najst’ ich najlep t
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Experimenty s fixnym nastavenim parametra a

Experimenty pre ziskanie vhodnej hodnoty parametra o boli realizované na
benchmarkoch z Trenéianskeho a Zilinského kraja na ulohach p-medianu a vazeného p-
medianu s hodnotou parametra r = 8, pociato¢nym nastavenim fixnych nakladov F = 2048
a fixnym nastavenim sledované¢ho parametra a pocas celej doby vypoctu. Subory, ktoré

prisluchaju testovanim tllohdm ZA315x315 a TN276x276 su uvedené v prilohe 1.

Tab. 7 Vyber vhodného nastavenia fixného parametra o pre rozne typy uloh

Ulohy p-medidnu Ulohy vizeného p-medidnu
TN276x276 ZA315x315 TN276x276 ZA315x315
a priemer | maximum | priemer | maximum | priemer | maximum | priemer | maximum

2 8,05 20 8,49 21 11,56 33 11,88 28
1,9 7,91 19 8,37 20 11,35 32 11,11 26
18 7,88 18 8,19 17 10,84 22 10,25 27
1,7 7,83 17 8,04 18 10,33 22 9,43 27
1,6 7,63 15 7,99 16 9,65 19 8,87 24
15 757 22 7,87 18 9,29 22 8,42 21
14 743 12 7,75 26 8,77 17 7,91 18
1,3 7,37 15 7,54 23 8,30 20 7,63 22
1,2 7,24 14 742 17 7,97 25 7,42 20
1,1 7,23 1 7,33 15 7,54 16 7,56 17

1 7,26 19 7,23 1 747 20 7,93 23
0,9 7,21 14 7,25 15 7,67 17 8,38 19
0,8 7,39 13 7,15 15 8,20 20 8,96 21
0,7 7,70 16 743 15 9,01 19 9,68 22
0,6 7,95 15 7,85 16 9,97 24 10,61 23

Lstipec o udéva hodnotu exponenta vo vztahu (4.2.13)

2stipec priemer udava priemerny podet iteracii v testovanom benchmarku pre riesent tlohu
3 stipec maximum udéva najvacsi podet iteracii v testovanom benchmarku pre riesent alohu
4 stipec TN276x276 — testovaci benchmarku pre Trengiansky kraj

5 stipec ZA315x315— testovaci benchmark pre Zilinsky kraj

¢ zelena farba — najlepsia ziskana hodnota pre merany parameter v danom stipci

7 oranzova farba — dobra ziskana hodnota pre merany parameter v danom stipci

Vysledky vyhodnotenia realizovanych experimentov v Tab. 7 ukazali, ze ako vhodné
fixné nastavenie parametra o mdzem povazovat’ hodnoty od 0,8 po 1,2. Ako najvhodnejsie
nastavenie parametra o som po zvazeni maximalneho poétu iteracii a priemerného poctu
iteracii vybral hodnotu parametra o rovnu 1,1. Pre vybrané a rovné 1,1 som experimentalne
otestoval aj vhodnost’ nastavenia parametra r na rovnakych benchmarkoch a ulohach ako
som testoval parameter a.

Vysledky vyhodnotenia realizovanych experimentov v Tab. 8 ukazali, Ze nastavenie

parametra r na hodnotu 8 je najvhodnejsie, nakol'’ko som ziskal najmenSie priemerné pocty

iteracii vo vacsine testovanych pripadov. Aj ked’ pre hodnotu parametra r =7 som ziskal

73



kvalitné Statistiky, hoci o maly rozdiel bol lepsi vysledok pre parameter r nastaveny na

hodnotu 8.

Tab. 8 Vyber vhodného nastavenia parametra r s fixnym a pre rdzne typy uloh

Ulohy p-mediénu Ulohy vézeného p-medidnu
TN276x276 ZA315x315 TN276x276 ZA315x315
r priemer | maximum | priemer | maximum | priemer | maximum | priemer | maximum
8 7,23 1 7,33 15 7,54 16 7,56 17
7 7,82 12 7,71 15 7,80 17 7,36 18
6 8,21 13 8,15 17 8,03 15 7,38 18
5 8,18 12 8,17 11 8,01 15 7,78 16
4 8,79 13 8,75 13 8,41 12 7,96 15
3 9,59 13 9,60 12 8,84 13 8,58 14
2 12,21 15 12,32 14 11,00 15 10,78 17

! stlipec r udava hodnotu r-sekcie vo vzt'ahu (4.2.14)
2 stlpec priemer udéva priemerny pocet iteracii v testovanom benchmarku pre rieSenti ilohu
8 stlpec maximum udava najvacsi pocet iteracii v testovanom benchmarku pre rieSenti Gilohu
4 stipec TN276x276 — testovaci benchmarku pre Trené¢iansky kraj
5 stipec ZA315x315 — testovaci benchmark pre Zilinsky kraj ’
® zelena farba — najlepsia ziskana hodnota pre merany parameter v danom stlpei
" oranzova farba — dobra ziskan hodnota pre merany parameter v danom stipci
Experimenty s adaptivhym nastavenim parametra o
Pod pojmom adaptivne nastavenie parametra a rozumieme meniacu sa hodnotu
parametra a Vv zavislosti od podielu hl'adanej hodnoty p a hodnoty poc¢tu umiestnenych
stredisk pr Vv predchadzajucom kroku. To sa prejavuje v navrhnutom algoritme doplnenim

kroku 5 a 6 0 nasledovné nastavenie parametra a:

a=a+ = (4.2.15)

Pri testovani vhodného nastavenia parametra a V pripade adaptivneho pristupu sa jedna
0 urcenie pociato¢nej hodnoty a , ktord sa bude pocas vypoctu aktualizovat’.

Experimenty pre ziskanie vhodnej po¢iato¢nej hodnoty parametra o boli realizované na
benchmarkoch z Trenéianskeho a Zilinského kraja na ulohach p-medianu a vazeného p-
medianu s hodnotou parametra r = 8, pociato¢nym nastavenim fixnych nakladov F = 2048
a adaptivnym nastavenim sledovaného parametra o .

Vysledky vyhodnotenia realizovanych experimentov v Tab. 9 ukazali, ze vzhl'adom
k aktualizacii hodnoty parametra o na zaklade predoslého kroku je jeho pociatocné
nastavenie zanedbatel'né, nakol'’ko rozdiely si minimalne. Napriek tomu som sa rozhodol
povazovat nastavenie parametra o = 0,6 za najvhodnejSie na zaklade vyhodnotenia
priemerného poctu iteracii, kedy bol v priemere vykonany najmensi pocet iteracii vo vacsine

pripadov.
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Tab. 9 Vyber vhodného nastavenia adaptivneho parametra o pre rézne typy tloh

Ulohy p-medidnu Ulohy vizeného p-medidnu
TN276x276 ZA315x315 TN276x276 ZA315x315
o priemer | maximum | priemer | maximum | priemer | maximum | priemer | maximum

2 7,68 13 7,78 16 9,11 17 9,42 28
19 7,72 14 7,81 20 9,07 19 9,53 26
18 7,72 19 7,83 23 9,17 21 9,49 27
1,7 7,69 13 7,81 17 9,10 21 9,44 27
1,6 7,71 14 7,77 15 9,18 24 941 24
15 7,70 13 7,75 13 9,06 20 9,43 21
14 7,69 13 7,76 15 9,01 20 9,61 18
13 7,68 13 7,82 15 9,18 25 9,51 22
1,2 7,71 13 7,79 13 9,20 20 9,43 20
1,1 7,69 14 7,80 19 9,15 19 9,33 17

1 7,71 20 7,73 13 9,33 20 9,39 23
0,9 7,67 14 7,76 15 9,26 17 9,29 19
0,8 7,68 14 7,76 16 9,61 20 9,22 21
0,7 7,76 20 7,73 14 9,39 20 9,06 22
0,6 7,61 14 7,73 16 9,40 21 9,00 23

Lstipec o udéva pociatonu hodnotu exponenta vo vztahu (4.2.13)
2stipec priemer udava priemerny podet iteracii v testovanom benchmarku pre riesent Glohu
3 stipec maximum udéva najvacsi podet iteracii v testovanom benchmarku pre riesent lohu
4 stipec TN276x276 — testovaci benchmark pre Tren&iansky kraj

5 stipec ZA315x315 — testovaci benchmark pre Zilinsky kraj ’
zelena farba — najlepsia ziskana hodnota pre merany parameter v danom stlpci

6

7 oranzova farba — dobra ziskana hodnota pre merany parameter v danom stipci

Nastavenie parametra o. = 0,6 v adaptivnom pristupe som vyuzil pri zistovani vhodného

nastavenia parametra r, ktory bol testovany na rovnakych benchmarkoch ako parameter a.

Vysledky vyhodnotenia realizovanych experimentov v Tab. 10 ukazali, ze hodnota

parametra r = 8 je najvhodnejsia, ked’Ze priemerny pocet iteracii bol vo vicSine pripadov

najniz8i. Aj ked mézem povedat, Ze hodnoty r rovné 5 alebo 6 su takisto vhodné pre

navrhnuty iterativny algoritmus, nakol’ko rozdiely medzi r s minimalne.

Tab. 10 Vyber vhodného nastavenia parametra r s adaptivnym a pre rézne typy tiloh

Ulohy p-medidnu

Ulohy vdzZeného p-medidnu

TN276x276 ZA315x315 TN276x276 ZA315x315
r priemer | maximum | priemer | maximum | priemer | maximum | priemer | maximum
8 7,61 14 7,73 16 9,40 21 9,00 23
7 8,34 17 8,24 13 9,34 22 9,63 19
6 8,32 14 8,51 13 9,74 18 9,23 15
5 8,30 13 8,43 17 9,33 15 9,34 17
4 9,12 14 9,16 14 9,78 15 9,32 17
3 9,87 16 9,90 15 10,03 17 9,86 16
2 12,43 16 12,42 14 11,46 15 11,37 15

Lstipec r udava hodnotu r-sekcie vo vztahu (4.2.14)
2stipec priemer udéava priemerny podet iteracii v testovanom benchmarku pre riesent tlohu
3 stipec maximum udéva najvacsi podet iteracii v testovanom benchmarku pre riesent ulohu

4 stipec TN276x276 — testovaci benchmark pre Tren&iansky kraj

5 stipec ZA315x315 — testovaci benchmark pre Zilinsky kraj )
zelena farba — najlepsia ziskana hodnota pre merany parameter v danom stlpci

6
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7 oranzova farba — dobra hodnota pre merany parameter v danom stipci

4.2.3 Porovnanie navrhnutych iterativnych algoritmov

Navrhnuté iterativne algoritmy v kapitole 4.2.2 porovnam s algoritmom pMBBDual,
ktory je popisany v kapitole 2.2.3, vo vypoctovom ¢ase a pocte vykonanych iteracii (vid’
priloha 2), priemerného poc¢tu vykonanych iteracii a maximalneho poctu iteracii (vid’ Tab.

11) vyskytujuceho sa Vv testovanych benchmarkoch.

Tab. 11 Porovnanie iterativnych algoritmov na benchmarkoch ZA315x315 a TN276x276

Ulohy p-medidnu Ulohy vézZeného p-medidnu
Ziskanie Lagrangeovho TN276x276 ZA315x315 TN276x276 ZA315x315
multiplikatora ppl | maxl ppl maxl ppl maxl| ppl maxl|
Bisekcia 13,56 14 13,10 14 12,61 14 11,95 14
Hruby odhad s fixnym a 7,23 11 7,33 15 7,54 16 7,56 17
Hruby odhad s adaptivnym o 7,61 14 7,73 16 9,40 21 9,00 23

Lstipec Ziskanie Lagrangeovho multiplikdtora udava realizovany iterativny pristup pre ziskanie Lagrangovho. multiplikatora
Zstipec ppl udava priemerny pocet iteracii v testovanom benchmarku pre riesent ulohu

3 stipec maxl udava najvacsi podet iteracii v testovanom benchmarku pre riesent tlohu

4 stipec TN276x276 — testovaci benchmark pre Tren&iansky kraj

5 stipec ZA315x315 — testovaci benchmark pre Zilinsky kraj

®riadok Bisekcia udava ziskanie Lagrangeovho multiplikatora bisekény algoritmom

"riadok Hruby odhad s fixnym o udéava ziskanie Lagrangeovho multiplikdtora hrubym odhadom s nemeniacim sa parametrom o

8 riadok Hruby odhad s adaptivnym o udava ziskanie Lagrangeovho multiplikatora hrubym odhadom s meniacim sa parametrom o
9 zelena farba — najlepsi maximalny pocet vykonanych iteracii v testovanom benchmarku

19 oranzova farba — najlepsi priemerny pocet vykonanych iteracii v testovanom benchmarku

Vyhodnotenim realizovanych experimentov sa ukazalo, ze hrubym odhadom dokazem
ziskat’ najlepSie pripustné rieSenie za krat§i vypoctovy ¢as a S menSim poctom iteracii vo
vacsine pripadov (vid’ priloha 2). Metdda bisekcie zarucuje vykonanie maximalne 14 iteracii
vo viésine testovanych pripadov, no pri metdéde vyuzivajiacej hruby odhad je obcéas pocet
iteracii maxl vacsi. AvSak v priemernom pocte vykonanych iteracii ppl je metoda
vyuzivajuca hruby odhad ovela lepSia ¢1 uZ s fixnym alebo adaptivnym parametrom a. (vid’
Tab. 11) Pri porovnani metdd vyuzivajucich hruby odhad Lagrangeovho multiplikatora
s fixnym a adaptivhym parametrom o vo vicSine pripadov je lepSie fixné nastavenie
parametra o. To sa prejavilo krat§im vypoctovym Casom a menSim poctom vykonanych
iteracii (vid’ priloha 2). Vhodnost' fixného nastavenia parametra o potvrdzuje najmensi
priemerny pocte iteracii (vid’ Tab. 11). Na zaklade vykonanych experimentov som dospel
k zaveru, ze vylepsenie algoritmu pMBBDual je mozné nahradenim algoritmu bisekcie na
ziskanie Lagrageovho multiplikatora algoritmom S hrubym odhadom Lagrangeovho

multiplikatora popisany v kapitole 4.2.2. Z algoritmov s hrubym odhadom Lagrangeovho
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multilplikatora, ktoré boli porovnavané v Tab. 11, za vhodnejsi povazujem odhad s
nastavenymi parametrami r = 8 a fixnym o = 1,1.

Podrobné porovnanie zakladného a vylep$eného algoritmu pMBBDual s vylepSovacou
heuristikou som realizoval na slovenskych krajoch a na celej cestnej sieti Slovenska s
vybranymi hodnotami maximalneho poctu umiestnenych stredisk p na zaklade predpisu
(4.2.16), kde hodnota p1 predstavuje prvi hodnotu p, q udava rozmedzie medzi jednotlivymi
hodnotami p, k udava krok, v ktorom pocitam dané p a pocet udava pocet vykonanych

experimentov na testovanom benchmarku.

p=p+ qk—-1) k=1,..potet  (4.2.16)

Hodnoty parametrov pi1, q a pocet, ktoré si uvedené v Tab. 12, boli zvolené tak, aby
som obsiahol rozsah celého testovaného benchmarku a pocet experimentov na danom
benchmarku bol prispésobeny velkosti rieSenej llohy pre mozné vyvodenie zaveru. V Tab.

12 su podrobne popisané testované kraje spolu s ich oznacenim, velkostou a nastavenymi

parametrami.
Tab. 12 Popis vykonanych experimentov na slovenskej cestnej sieti
Testované p
Testovany kraj Benchmark ] [J] p1 g pocet
Bratislavsky BAB7x87 87 87 5 5 15
Banskobystricky BB515x515 515 515 15 20 25
Kosicky KE460x460 460 460 15 20 23
Presovsky PO664x664 664 664 15 20 33
Nitriansky NR350x350 350 350 15 15 23
Trendiansky TN276x276 276 276 15 15 18
Trnavsky TT249x249 246 246 15 15 16
Zilinsky ZA315x315 315 315 15 15 20
Slovensko CSR2916x2916 2916 2916 50 50 58

Lstipec Testovany kraj udéva kraj Slovenska, ktorého cestna siet’ bola pouZita

2stipec Benchmark udéva oznagenie dat pre testovanii ilohu

3 stipec [1] udava mohutnost’ mnoziny kandidatov na umiestnenie strediska

4stlpec [J] udava mohutnost mnoZiny zédkaznikov

5stlpec p; udava prvé testované p

b stlpec q udava rozmedzie medzi jednotlivymi testovanymi hodnotami p

"stlpec pocet udava pocet testovanych hodnét p pre najlepsi vypoctovy ¢as v testovanom benchmarku pre dant tlohu

Zékladny algoritmus pMBBDual s vylepsovacou heuristikou V1 je reprezentovany
algoritmom, ktory je popisany v kapitole 2.2.3, kde najlepSie nastavenia Lagrangeovho
multiplikatora je ziskané bisekénym algoritmom. VylepSenie ziskaného riesenia bolo

dosiahnuté vkladacou heuristikou so stratégiou najlepsi vhodny (vid’ kapitola 4.1.1).
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Vylepseny algoritmus pMBBDual s vylepsovacou heuristikou V1 je reprezentovany
algoritmom, ktory je popisany v kapitole 4.2.2, kde metédou hrubého odhadu Lagrangeovho
multiplikatora s fixnou hodnotou exponenta a. = 1,1 a parametrom delenia r = 8 h'adam
najlepSie nastavenie Lagrangeovho multiplikatora. VylepSenie ziskané¢ho rieSenia bolo
dosiahnuté vkladacou heuristikou so stratégiou najlepsi vhodny (vid’ kapitola 4.1.1).

Experimenty realizované na benchmarkoch slovenskej cestnej siete pre jednotlivé kraje
Slovenska a celého Slovenska st uvedené v prilohe 3. Stubory, ktoré prisluchaju testovacim
uloham su uvedené v prilohe 1.

Vyhodnotenie experimentov je uvedené v Tab. 13 v podobe PoR poctu ziskanych
optimalnych rieSeni k celkovému poc¢tu vykonanych experimentov pre testovany benchmark
Vv percentach (4.2.17), percentualnom vyjadreni relativnej odchylky Gap medzi ziskanou
hodnotou riesenia HH a hodnotou optimalneho rieSenia ES v priemere (4.2.18), priemerného
vypoétového cCasu pt z Casov t jednotlivych experimentov (4.2.19), priemerny pocet
vykonanych iteracii ppl (4.2.20) a poctu predéasnych ukonéeni algoritmu po uplynuti jednej
hodiny vypoctového ¢asu ppU. Parameter pocet udava pocet vykonanych experimentov a
Ppocet udava posledné testované p v benchmarku ziskané vzt'ahom (4.2.16). Parameter NoR
udava pocet optimalnych rieSeni pre testovany benchmark a parameter pl udava pocet

vykonanych iteracii v jednotlivych experimentoch.

NoR
PoR = ot * 100 (4.2.17)

HH, — ES,
Gap = Z ———F x 100 | /pocet (4.2.18)
pt = z tp |/pocet (4.2.19)

ppl = Z pl, | /pocet (4.2.20)




Tab. 13 Porovnanie iterativnych pristupov na slovenskej cestnej sieti

pMBBDual +V1 Zakladny Vylepseny
uloha | Testovany kraj PoR [%] Gap [%] pt[s] ppl | ppU | pt[s] ppl | ppU
Bratislavsky 93 0,03 007| 131 0 0,05 74 0
Banskobystricky 72 0,04 3899| 137 0 11,49 5,9 0
Kogicky 78 0,09 188,63| 136 0 42,97 75 0
§ | Presovsky 76 0,07 696,23 | 13,6 1| 38315 75 0
g Nitriansky 83 0,04 4212| 135 0 6,60 74 0
& | Trenciansky 83 0,04 058| 136 0 0,22 72 0
Trnavsky 81 0,07 563| 136 0 2,03 74 0
Zilinsky 75 0,10 183| 137 0 0,49 6,2 0
Slovensko - - 3600,00 2,0 58 | 3600,00 2,0 58
Bratislavsky 100 0,00 002 100 0 0,02 8,3 0
Banskobystricky 100 0,00 096| 126 0 0,23 6,0 0
§ Kogicky 100 0,00 048] 122 0 0,21 8,1 0
2 | PreSovsky 97 0,00 443| 134 0 1,17 78 0
i Nitriansky 100 0,00 031| 128 0 0,16 8.4 0
5 | Trentiansky 100 0,00 013| 126 0 0,08 7.8 0
‘S | Trnavsky 100 0,00 011 123 0 0,09 8,9 0
Zilinsky 95 0,00 013| 121 0 0,07 6,8 0
Slovensko 93 0,00 635,47 | 135 0| 189,98 6,3 0

! stipec uloha udava typ rieSenej Glohy

2 stlpec Testovany kraj udéva kraj Slovenska, ktor¢ho cestna siet’ bola pouzita
3 stlpec PoR[%] udéava pocet ziskanych optimélnych rieseni k celkovému po¢tu vykonanych experimentov v percentach
4 stipec Gap[%] udava percentualne vyjadrenie relativnej odchylky medzi hodnotou HH a hodnotou ES v priemere

5 stlipec pt[s] udava priemerny ¢as vypoétu v sekundach
8 stipec ppl udava priemerny pocet iteracii
"stlpec ppU udava pocet predéasnych ukonéeni algoritmu

8stlpce Zdkladny udavaju ziskanie rieSenia zakladnym algoritmom pMBBDual s vylepSovacou heuristikou V1
9Istlpce Vylepseny udavaju ziskanie rieSenia vylepsenym algoritmom pMBBDual s vylepSovacou heuristikou V1

0 oranzova farba — ziskanie najlepsieho vypoctového ¢asu

Statistiky v Tab. 13 potvrdili predpoklady, Ze vyuZitie hrubého odhadu Lagrangeovho

multiplikdtora je vhodnejSie ako ziskavanie Lagrangeovho multiplikatora bisekénym

algoritmom. Ziskanie Lagrangeovho multiplik4dtora hrubym odhadom umoznuje dosiahnut’

rovnaké rieSenie za men$i vypoCtovy ¢as pt v priemere s mensim po¢tom vykonanych

iteracii ppl v porovnani s bisekénym algoritmom. Velky podet iteracii ovplyviiuje dizku

vypoctového Casu, ¢o pri asovom obmedzeni algoritmu moZe spdsobit’ jeho predCasné

ukoncéenie. To je vidiet v pocte predCasnych ukonceni algoritmu ppU, kde zakladny

algoritmus pMBBDual bol v Presovskom kraji raz pred¢asne ukonceny. Avsak ani jednym

pristupom sa nepodarilo spocitat’ celé Slovensko, kde sa negativne prejavila iterativnost,,

kedy uz pri hodnote Lagrangeovho multiplikatora F = 2048 algoritmus nedokazal poskytnat’

dobré rieSenie za pozadovany cas.
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4.3 ZovSeobecneny Erlenkotterov pristup

Erlenkotterov pristup k rieSeniu kapacitne neobmedzenej umiestiiovacej ilohy (UFLP),
ktory som popisal v kapitole 2.2.1, je zalozeny na poznatkoch z tedrie duality. Vyuziva
vztah medzi primarnym a dudlnym rieSenim, kde na zaklade ziskania dobrého pripustného
dudlneho rieSenia pre Specifikovanu podulohu sa snazi skonStruovat dobré primarne
rieSenie. Erlenkotter navrhol algoritmus, kde tento pristup pouzil pre spracovanie kazdého
vrcholu stromu rieSenia v metdde vetiev a hranic. Dolna hranicu vrcholu v metode vetiev
a hranic ziskava rieSenim dualneho modelu kapacitne neobmedzenej umiestiiovacej tlohy,
ktoru sa snazi heuristickou metodou rychlo odhadnat’. Hornd hranica vrcholu ako aj najlepsie
najdené rieSenie je ziskané konStrukciou primarneho rieSenia v snahe dodrzat
komplementarne podmienky v ¢o najvacSej moznej miere, teda s ¢o najmenSim gapom
medzi hornou a dolnou hranicou. Hornt hranicu udava hodnota t¢elovej funkcie primarneho
rieSenia.

Tento pristup chcem zovSeobecnit’ v snahe riesit’ ulohu navrhu verejného obsluzného
systému ako umiestiiovaciu ulohu s obmedzenym poctom vybudovanych obsluznych
stredisk a ziskat tak exaktny algoritmus na rieSenie tejto ulohy. Navrh exaktného algoritmu
zalozeného na metdde vetiev a hranic vyzaduje definovanie primarneho matematického
modelu a k nemu prislichajuci dualny model spolu s podmienkami komplementarnosti na
vypocet dolnej a hornej hranice rieSenia, urcenie spdsobu vetvenia a schému prehl'adania

stromu rieSeni v metode vetiev a hranic.
4.3.1 Matematicky model ulohy navrhu verejného obsluzného systému

Zakladny model tlohy navrhu verejného obsluzného systému ako tlohy umiestiiovacej
s obmedzenym poctom vybudovanych stredisk som definoval v kapitole 2.1.1. Nadviazem
na tento model a skonstruujem podrobnejsi model ulohy navrhu verejného obsluzného
systému. V zakladnom modeli som pracoval s dvoma mnozinami: mnozinou kandidatov na
stredisko | a mnozinou zakaznikov J. V podrobnejSom modeli Glohy budem brat’ do Gvahy,
to Ze niektoré umiestnenia stredisk mozu byt zakazané a pri niektorych zase moze byt
vyzadované ich obsadenie strediskom. Tento zakaz resp. prikaz umiestnenia strediska
v mieste i je vykonany formou fixacie stredisk v metode vetiev a hranic v procese vetvenia.

V podrobnejSom modeli budem pracovat s mnozinou zakaznikov J amnozinou
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| roz¢lenenou vzhl'adom k zékladnému modelu (2.1.1) — (2.1.6). Z mnoziny | vytvorime tri

podmnoziny, s ktorymi budem pracovat pri skonStruovani modelu rieSenej ulohy:

1. Mnozina prikazanych stredisk 1 je podmnozina mnoziny vsetkych moznych
umiestneni stredisk, kde je prikazané umiestnit’ stredisko.

2. Mnozina zakazanych stredisk lo je podmnozina mnoziny vsetkych moznych
umiestnenych stredisk, kde je zakdzané umiestnit’ stredisko.

3. Mnozina volnych stredisk lv je podmnoZzina mnoziny vSetkych moznych umiestneni

stredisk, kde je povolené umiestnit’ stredisko.

Mnoziny stredisk l1, lo a Iv su disjunktné. Pracuje sa tu s dvomi druhmi rozhodnuti.
Rozhodnutie 0 umiestneni resp. neumiestneni Strediska v mieste iz mnoziny | je
modelované sadou bivalentnych premennych Yi pre i z mnoziny |. Premenna yi nadobtda
hodnotu rovnu jednej, ak umiestnim stredisko v mieste i. Premenna yi je rovna nule, ak
neumiestnim stredisko v mieste i. Rozhodnutie o priradeni resp. nepriradeni zdkaznika j z
mnoziny J K stredisku i z mnoziny | je modelované sadou premennych zj; , kde zj; je rovné
jednej, ak priradim zakaznika j K stredisku i. Premenna zj je rovna nule, ak nepriradim
zakaznika j Kk stredisku i. Naklady spojené s uspokojenim poziadavky zakaznika j z miesta
i za ur¢ita dobu stt modelované konstantami Cij. Konstanty fi predstavujt fixné naklady na
udrZzanie obsluzného strediska v mieste i na urCitd dobu. KonStanta p udiva horné
ohranicenie poctu vybudovanych stredisk.

Na zaklade takéhoto roz¢lenenia mnoziny | a definovani rozhodovacich premennych je

mozné sformulovat’ model Glohy navrhu verejného obsluzného systému nasledovne:

Minimalizujte Z fi + Z fiyi + Z Z Cij Zij (4.3.01)

€L i€ly i€ElLUIly je]
Za podmienok: Z zi;=1 prej €] (4.3.02)
i€l UIly
Zij <Y prei€l,, j€E] (4.3.03)
Z vi <p— |4l (4.3.04)
iely
y; €{0,1} prei € Iy (4.3.05)
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z;; €{0,1} prei €I, Ul j€E] (4.3.06)

Ucelova funkcia (4.3.01) predstavuje celkové naklady uspokojenia poziadaviek
zakaznikov avybudovania stredisk, ktoré minimalizujeme. Podmienky (4.3.02)
zabezpeCuju, aby kazdy zdkaznik j z mmnoZiny J bol priradeny k prave jednému
vybudovanému stredisku v mieste i z mnozin |1 alebo Iv. Podmienky (4.3.03) zabezpecuju,
aby nebolo mozné priradit’ zakaznika j miestu i (kandidatovi na umiestnenie strediska), kde
stredisko nie je vybudované. Vybudovanie maximalne p stredisk zabezpecuje podmienka
(4.3.04). Podmienky (4.3.05) a (4.3.06) ur¢uju obor hodnot rozhodovacich premennych.

V modeli nevystupuje mnozina lo, ked’ze miesta, kde je zakazané umiestnit’ strediska
obsluhy nepredstavuju ziadne fixné naklady na ich udrzanie. Naopak v modeli vystupuje
mnozina volnych stredisk lv, ktora pozostava z kandidatov, kde sa rozhoduje ¢i v danych
miestach bude umiestnené stredisko. Pri prioritne umiestnenych strediskach, ktoré obsahuje
mnozina |1 rozhodujem len o priradeni zakaznika k stredisku z mnoziny l1. Avsak zakaznik
nemusi byt priradeny stredisku z mnoziny li, nakol’ko moéze byt priradeny blizSiemu
vybudovanému stredisku z mnoziny lv, 0 ktorého vybudovani sa rozhodlo. V podmienke
(4.3.04) je ozna¢ena mohutnost’ mnoziny |l1], ktora ur¢uje pocet prvkov mnoziny l1. Nakol'ko
st uz nejaké strediska prioritne uréené, potrebujem vybrat najviac (p - |[l1]). Kedze
rozhodovacie premenné maju celo¢iselny obor hodndt, tento model sa nazyva diskrétnym
modelom tlohy navrhu verejného obsluzného systému. Tento model je mozné upravit’ na
spojity model tlohy navrhu verejného obsluzného systému s vyuZzitim poznatkov a metod,
ktoré Erlenkotter [22] aplikoval pri tvorbe spojittho modelu kapacitne neobmedzenej
umiestiiovacej Glohy popisanej Vv kapitole 2.2.1. Na zaklade podmienky (4.3.03), ktora
hodnotou premennej yi zhora obmedzuje hodnotu premennej zjj, je mozné obor hodnot

premennej zij (4.3.06) zapisat’ v tvare (4.3.07) :
zij=20 prei €I, U, jE]J (4.3.07)

Uskutoc¢nenie LP-relaxacie rozhodovacej premennej yi v modeli (4.3.01 - 4.3.06)
a uprava diskrétneho matematického modelu ulohy navrhu verejného obsluzného systému

zmenia model na nasledovny tvar:

Minimalizujte Z fi + Z fivi + Z Z Cij Zij (4.3.08)
i€y iE€ly i€ElL Uy je]
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Za podmienok: Z zij=1 prej €] (4.3.09)

i€en Uly
yi—zy; =0 prei€l,, j€] (4.3.10)
z yi <p— 4] (4.3.11)
i€ly
yi 20 prei € Iy, (4.3.12)
zij 20 prei €, UL, jJE] (4.3.13)

4.3.2 Duilny model LP-relaxacie tlohy navrhu verejného obsluzného systému

Na zéklade tedrie duality [31] je mozné skonStruovat’” k modelu necelo¢iselného
linearneho programovania (4.3.08) — (4.3.13) tlohy navrhu verejného obsluzného systému

aj prislusny dualny model, ktory vyzera nasledovne:

Maximalizujte z vi+(— 1L x (4.3.14)
j€ej

Za podmienok: Z wij+x < f; prei €I, (4.3.15)
j€EJ

vj — Wi < G prei € Iy, JE]J (4.3.16)

Vi < Cjj prei € I, JE]J (4.3.17)

v; €R prej €] (4.3.18)

wij =0 prei€l,, €] (4.3.19)

x<0 (4.3.20)

V dualnom modeli premenné vj koresponduju s podmienkami (4.3.09) z primarneho
modelu, ktoré zabezpecuju, aby zakaznikovi j z mnoziny J bolo priradené prave jedno
stredisko i z mnoziny I. Premenné wij koreSponduja s podmienkami (4.3.10) z primarneho
modelu, ktord zabezpeci priradenie zakaznika len vybudovanym strediskam, teda kde yi=1.

Premenna X odpoveda Strukturalnej podmienke (4.3.11) anadobuda nekladni hodnotu.
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Premenné y;i v spojitom modeli odpovedaju podmienkam (4.3.15). Premenné zjj odpovedaju
podmienkam (4.3.16) — (4.3.17). Premenné Vvj st neobmedzené dualne premenné s oborom
hodnét R. Ak vyjadrime premennt vj z podmienky (4.3.16), potom podmienka bude mat’
tvar (4.3.21):

v < ¢t wyj prei € Iy, JE]J (4.3.21)

Premenna wijj podla vztahu (4.3.19) a konstanta cijnadobudajt nezaporné hodnoty, teda
ich sucet nemoze byt zaporny. Z ¢oho vyplyva, ze postacujicou podmienkou platnosti
vztahu (4.3.21) je nulova hodnota premennej vj. Vzhl'adom na tG¢elovu funkciu (4.3.14), kde
maximalizujem premenné vj a stéin (p — |I;|) x narast téelovej funkcie zabezpeéia iba
nezaporné premenné Vj, Sucin (p — |I;|) x bude nekladny, nakolko premennd x dava
nekladné hodnoty a pri dodfzani pripustného rieSenia mohutnost’ mnoziny |l1| nemoze byt
vic¢sia ako konstanta p. Na zaklade dodrzania podmienok (4.3.21) a snahe maximalizovat’
ucelova funkciu (4.3.14) postacia nezaporné hodnoty premennych vj, teda obmedzit
premenné Vj na obor R*. Premenné wij podl'a (4.3.19) nadobudaji nezaporné hodnoty. Ak
vyjadrim premenna wij z podmienky (4.3.21), potom podmienka bude vyzerat nasledovne
(4.3.22):

Wij = vj - Cij prei € IV; ] E] (4322)

Ak podmienky (4.3.19) a (4.3.22) zIG¢im, dokdzem vyjadrit hodnotu premennych Wi

nasledovnym vztahom:
w;; = max{0,v; — c;;} prei€ly, jE€] (4.3.23)
Postacujucou poziadavkou dodrzania podmienky (4.3.19) je minimalna hodnota premenne;j
Wij dana nasledovnym vzt'ahom:
Wi = max{O, v — cij} prei € Iy, jE]J (4.3.24)

Zavedenim tejto substitucie do dualneho modelu dostanem redukovany duédlny model,
kde sa vyskytuji iba premenné v;. Aby som mal podmienky v tvare rovnosti zavediem
doplnkové premenné u; pre vSetky mozné umiestnenia i z mnoziny lv. Redukovany dualny

model potom vyzera nasledovne:

Maximalizujte Z v+ (p— |L1Dx (4.3.25)
j€l
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Za podmienok: Zmax{o, v — cl-j} +x +u=f; prei €ly (4.3.26)

j€e]
Vi < Cjj prei € I, jE€J (43.27)
v; =0 prej €] (4.3.28)
x <0 (4.3.29)
u; =0 prei €I, (4.3.30)

Redukovany dualny model pozostava z Gcelovej funkcie (4.3.25). V podmienke (4.3.26)
je zahrnuta spominana substittcia (4.3.24), kde som nahradil premennt wij v modeli (4.3.14)
—(4.3.20) a upravil podmienku (4.3.15) na tvar rovnosti vlozenim doplnkovej premennej ui.
Podmienky (4.3.28) — (4.3.30) st obligatorne, teda zabezpecuji obor hodnot rozhodovacich

dudlnych premennych vj, X a doplnkovych premennych ui.
4.3.3 Vypocet dolnej hranice ucelovej funkcie

Erlenkotterov pristup kdolnej hranici pri rieSeni kapacitne neobmedzenej
umiestiiovacej Ulohy (vid’ kapitola 2.2.1) vychadza z linearnej relaxéacie povodnej ulohy
ariesenia prislusnej dualnej ulohy. Ziskané poznatky z Erlenkotterovho principu a tedrie
duality som aplikoval na ziskanie dolnej hranice ulohy navrhu verejného obsluzného

systému. Tieto poznatky su:

1. Mnozina pripustnych rieSeni relaxovanej ulohy obsahuje vSetky rieSenia povodne;j
ulohy.

2. Hodnota ucelovej funkcie optimalneho rieSenia minimaliza¢nej relaxovanej ulohy je
dolnou hranicou hodndt ti¢elovej funkcie rieSeni v spracovavanej vetve.

3. Ziskanie optimalneho rieSenia minimaliza¢nej relaxovanej ulohy vyzaduje rieSenie
rozsiahlej ulohy linedrneho programovania, co kladie velké naroky na ¢as vypoctu,
a preto je tato dolna hranica iba odhadovana zdola hodnotou rieSenia duéalnej ulohy.

4. Hodnota ucelovej funkcie kazdého pripustného riesenia dudlneho modelu poskytuje
dolnt hranicu (DH) hodnoty ucelovej funkcie 'ubovol'ného pripustného rieSenia

primarnej ulohy.

Dolna hranica ulohy navrhu verejného obsluzného systému je tak ziskana nasledovne:
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DH = Z v+ (p— L) x (4.331)
Jj€]

Tento vztah (4.3.31) odpoveda ucelovej funkcii dualneho modelu (4.3.25). Na ziskanie
dolnej hranice ako hodnoty dualneho riesenia je potrebné definovat’ vychodiskové riesenie,

ktoré je neskor vylepSované. Vychodiskové rieSenie ziskam nasledovnym nastavenim

duélnych premennych:

v; = min {cij i€, U Il} prej €] (4.3.32)
u =f; prei €I, (4.3.33)
x=0 (4.3.34)

Na zlepSenie dolnej hranice som navrhol heuristicky postup nazyvany ako korekény
vzostupny dualny algoritmus CDA (Correction Dual Ascent Algorithm). Algoritmus
vychadza z0 vzostupného dualneho algoritmu (DA), ktory navrhol Erlenkotter, vylepsili
Janacek a Buzna a je popisany v kapitole 2.2.1. Korekény vzostupny dudlny algoritmus

CDA ma nasledovny predpis:

0. {Inicializécia}Urcte pocCiatocné pripustné dudlne rieSenie u, v, x: u; = f; prei € I,,,
v = min{cij:i €l, U 11} prej € ] ax = (. Podla vztahu (4.3.31) urcte hodnotu
DH aktuélnej dolnej hranice.

1. Usporiadajte mnozinu zdkaznikov J do sekvencie j;, j,... jk... Jn VZOStupne na
zéklade kardinality mnoziny volnych stredisk pre jednotlivych zakaznikov K; =

{iel, v = ¢}

2. Pre kazdé j € | vykonajte nasledujuci postup: Uréte § = min{min{ui:i €ly,v; =
cij}, min{cij — vl €Iy, v < cl-j}, min{cij — vl € 1,15 < cij}}. Ak je 6 >0, tak
pre kazdé i € I, pre ktoré plati v; = ¢;;, polozte u; = u; — &, upravte v; podl'a
vztahu v; = v; + 6, zvy§te DH = DH + ¢ a aktualizujte poziciu zadkaznika j
v sekvencii vSetkych zakaznikov jj, jo,... ji... jn.

3. Vyberte v poradi doposial’ nespracovaného zakaznika j* z usporiadanej mnoziny J
pokial plati, ze |{u; = 0, i € I;}| > (p — |I;|). Inak skon¢i.

4. Zalohujte si hodnoty dualnych premennych x, v;, u;, doln hranicu DH a aktualnu

86



sekvenciu zakaznikov jj, j2,... jk... jn.

5. Urcte Ax = min((cij* —vp»)=0,i€ely U 11) anastavte dudlne premenné
nasledovne: x = x — Ax,vj» = v j« + Ax a pre kazdeé i € [,,, kde v; < ¢;; hodnotu
u; = u; + Ax. Upravte poziciu zédkaznika j* v usporiadanej mnozine J.

6. Pre kazdé j € J vykonajte nasledujuci postup: Ur¢i § = min{min{ui:i €ly,v; =
cij}, min{c;; — vj:i € Iy, v < ¢;;}, min{c;; —vj:i € I, v; < ¢;;}}. Ak je § > 0, tak
pre kazdé i € I, pre ktoré plati v; = ¢;;, polozte uw; = u; — &, upravte v; podla
vztahu v, = v; + 6, zvys§te DH = DH + ¢§ a aktualizujte poziciu zakaznika j
v usporiadanej mnozine J.

7. Ak sa hodnota dolnej hranice DH zvysila, chod’te na krok 3, inak obnovte hodnoty

dualnych premennych, dolnej hranice a sekvencie zo zalohy vykonanej v kroku 4

a chod’te na krok 3.

CDA procedurou ziskam rieSenie, v ktorom pre kazdého zakaznika j € ] existuje aspoii
jedno umiestnenie i € I, U I, pre ktoré plati v; > ¢;j a ui =0, teda zakaznik j sa ,,opiera® o
umiestnenie i alebo naopak, umiestnenie i sa ,,opiera“ o zakaznika j. Konkrétny zakaznik |
sa musi opierat’ aspon o jedno umiestnenie i, ale moze sa opierat’ aj 0 vViacero umiestneni.
Taktiez kazdé umiestnenie | sa moze opierat’ o jedného alebo viacerych zakaznikov j alebo
sa nemusi opierat’ o ziadneho zakaznika. V CDA procedure je zmena dualnych premennych

viazana na ur¢enie AX, ktorej hodnota je viazané na aktualneho spracovavaného zékaznika.
4.3.4 Vypocet hornej hranice rieSenia

Erlenkotterov pristup k ziskaniu hornej hranice a pripustného primarneho rieSenia je
zalozeny na poznatkoch z tedrie duality. Jeho snahou je vyuZit’ dudlne rieSenie ziskané pri
vypocte dolnej hranice daného vrcholu. Na zéklade vety o komplementarnosti. Erlenkotter
[22] sformuloval komplementarne podmienky v snahe ziskat’ primarne rieSenie k dualnemu
rieSeniu na zaklade dodrZzania komplementarnych podmienok ¢o v najviacSej miere.
Erlenkotter sa pri konstrukcii primarneho riesenia snazi ziskat' ¢o najmensi mozny rozdiel
medzi hornou a dolnou hranicou.

MJ9j pristup k ziskaniu hornej hranice ako aj primarneho rieSenia vychadza z tychto
Erlenkotterovych poznatkov. Ziskané poznatky z Erlenkotterovho pristupu, ktoré som

vyuzil pri konstrukcii pripustného primarneho riesenia su:
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Hodnota ucelovej funkcie pripustného primarneho riesSenia odpoveda hornej hranici
prisluchajucej najlepSiemu celociselnému rieSeniu.

Hodnota hornej hranice prislichajucej najlepSiemu celo¢iselnému rieSeniu podl'a
hodndt ucelovych funkcii najdenych pripustnych rieSeni primarnej ulohy sa
aktualizuje pocas vypoctu.

Hodnota ucelovej funkcie kazdého pripustného rieSenia z dvojice primarno-
duélnych uloh, ktort maximalizujeme je menSia alebo rovna hodnote ucelovej
funkcie 'ubovol'ného pripustného rieSenia druhej ulohy, v ktorej je ucelova funkcia
minimalizovana (Slaba veta o dualite).

Ak jedna z dvojice primarnej a dualnej ulohy ma optimalne riesenie, potom ho ma
i td druha tloha a hodnoty tcelovych funkcii optimalnych rieSeni su rovné (Silna
veta o dualite).

Pre optimalne rieSenie dvojice primarnej a dudlnej ulohy plati, ze bud’ je nerovnost’
jednej zo ststav splnené ako rovnost’ alebo je premenna druhej sustavy rovna nule

(Veta 0 komplementarnosti).

Pripustné primarne rieSenie konstruujem tak, aby podmienky pre primarnu a dudlnu

ulohu boli splnené ¢o najtesnejsie. Pre vSetky dvojice pripustnych rieSeni oboch sustav platia

teda nasledujuce podmienky (4.3.35) — (4.3.39):

(yi — zij) max{0,v; — ¢;;} =0 prei€l,, j€E€]J (4.3.35)
Zyi —p+ILl|x =0 (4.3.36)
iely

u;y; =0 prei €1y, (4.3.37)

max{O, Cij — vj} z;j =0 prei € Iy, JE]J (4.3.38)

(cij—v)z; =0 prei € I, JE]J (4.3.39)

Ak st podmienky (4.3.35) — (4.3.39) splnené na rovnost,, tak dané rieSenia s optimalne

pre obe ulohy a hovorime o tzv. komplementarnych podmienkach. ZovSeobecnenim

Erlenkotterovho pristupu som ziskal novii podmienku (4.3.36). V pripade, Ze niektoré

podmienky nie su splnené na rovnost, bude hodnota ucelovej funkcie primarneho rieSenia
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Fr(y, z) vyssia ako hodnota dualneho rieSenia Fp(u,v), ato prave o stcet l'avych stran

podmienok (4.3.35) — (4.3.39):

gap = E,(y,z) — Fp(u,v,x) = Z Z(yi — Zij)max{O, v — cij} + Z u; y; +

LE€ly jej iEly
+ zyl —p+ |11D x + szax{o;cij _U]} Zij +22(CU _vj)zij (4340)
iel, i€ly jej i€l jEJ

Kvalita hornej hranice pre dany vrchol je zavisla na dodrziavani komplementarnych
podmienok. Preto pri konstrukcii pripustného primarneho rieSenia sa snazim ziskat ¢o
najmensi gap medzi hornou adolnou hranicou vrcholu abudem postupovat’ podla

nasledovnych zasad:

1. Dodrzat podmienky (4.3.38) — (4.3.39) priradovanim zdakaznika j len ktym
umiestneniam i, o ktoré sa zakaznik opiera (Vj> cij).

2. Dodrzat’ podmienky (4.3.37) umiestfiovanim stredisk obsluhy z mnoziny moznych
umiestneni lv, o ktoré sa opiera aspon jeden zakaznik ( ui=0).

3. Dodrzat podmienku (4.3.36) umiestnenim presne p-stredisk resp. udrziavanim

nulovej hodnoty premennej x a potom mozem umiestnit’ nanajvys p stredisk.

Rozdiel medzi rieSeniami pri dodrzani spomenutych zasad udavaji podmienky (4.3.35).
Pomocou heuristického postupu sa budeme snazit’ najst’ najmensiu mnoZinu umiestneni,
0 ktort sa opieraju zakaznici tak, aby kazdy sa opieral aspoii o jedno umiestnenie z hl'adane;j
podmnoZziny. Algoritmus pre ziskanie minimalnej mnoZiny umiestneni I* ma nasledovné

kroky:

0. (Inicializacia) Polozte I* = I1.

1. Pokial’ [I*| < p postupne vlozte do I* vSetky i € Iy, pre ktoré plati: uj = 0, existuje
aspoil jeden zdkaznik j, ktory sa opiera iba ol (Lj.v; = ¢;; apre vietky k #
I, kde u, = 0 je v; < ¢;j).

2. Preberte vSetky j € J, pokial’ pre vSetky i € I plati, ze v; < ¢;; a sticasne [I*[ <p,

kde najdite i* = solmin{cij:i ely— I"'u; = O} apolozte I = 1" U {i"}.
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3. Pokial |I*| = p alebo x = 0 skonc¢i, inak postupne vkladajte také i* do mnoziny I*, pre

ktoré plati:

i* = solmin{u; + Z(vj —cy):i€ly—T (4.3.41)
j€]

Pri navrhnutom algoritme pre ziskanie minimalnej mnoziny umiestneni sa snazim, aby
podmienky (4.3.35) — (4.3.39) platili na rovnost' v ¢o najvacsej miere. To znamena, ze
Vv pripade nedodrzania niektorych komplementarnych podmienok, aby bol vzniknuty gap
(4.3.40) minimalny. Avsak splnenie podmienky (4.3.36) na rovnost’ povazujem za prvoradé
oproti rovnosti ostatnych podmienok. Dodrzanim tejto podmienky na rovnost’ sa otvara
moznost’ ziskania lep$ieho rieSenia a8 mensiecho rozdielu medzi dolnou a hornou hranicou
gap za cenu porusenia niektorej z podmienok (4.3.35), (4.3.37) — (4.3.39).

Tento gap sa potom snazim znizit’ algoritmom dualnych uprav DAD (Dual Adjustment
Algorithm), ktory navrhol Erlenkotter. Algoritmus dualnych tprav podrobne popisany
v kapitole 2.2.1 je zalozeny na zmenseni jednej hodnoty dudlnej premennej vj, ktoré vytvori
vol'na ,kapacitu® aspont u dvoch umiestneni i1, i2 a nasledné zvysenie aspon dvoch hodnot

inych dvoch dudlnych premennych v;.

4.3.5 Schéma prehl’adavania stromu rieSeni v metdde vetiev a hranic

Schéma prehl'adania je urcend elementarnym pravidlom, ktoré hovori o tom, ktory
z dvoch novovytvorenych vrcholov so spolo¢nym predchodcom bude vybrany a spracovany
ako prvy. Dvoma novovytvorenymi vrcholmi chapeme vrchol ziskany prikazom a vrchol
ziskany zdkazom. Vrchol, ktory sme vytvorili fixovanim ziskaného kandidata na vetvenie
na hodnotu jedna je vrchol ziskany prikazom. Vrchol, ktory sme vytvorili fixaciou ziskaného
kandidata na vetvenie na hodnotu nula je vrchol ziskany zakazom. V algoritme
pMedBBDual, ktory realizuje zovieobecneny pristup, sa strom rieseni prehladava do hibky
rovnako ako v algoritme BBDual [33]. Pri prehl’adani do hibky v algoritme pMedBBDual je
elementarnym pravidlom vyber vrcholu s mensou hodnotou dolnej hranice, pricom
vynimkou je prednost’ v spracovani vrcholu, ktory bude vyluceny z d’alSieho prehladania.
To znamen4, Ze v pripade vytvorenia dvoch novych vrcholov so spolo¢nym predchodcom,

ak dolna hranica vrcholu ziskaného zédkazom je vicsia ako dolna hranica vrcholu ziskaného
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prikazom, potom ako prvy spracujeme vrchol ziskany prikazom v pripade. ze hodnota dolnej
hranice vrcholu ziskaného zakazom je mensia ako hodnota hornej hranice vrcholu ziskaného
zakazom, teda vrchol nie je mozné vylucit’ z prehl’'adania. Potom vrchol ziskany zakazom Si
odlozime do zasobnika nespracovanych vrcholov. V opacnom pripade ako prvy spracujeme
vrchol ziskany zakazom, ak vrchol ziskany prikazom nie je mozné vylucit’ z prehl'adania.
Potom vrchol ziskany prikazom odlozime do zasobnika pre neskorSie spracovanie pri

navrate (backtracking).
4.3.6 Sposob vetvenia exaktného algoritmu pMedBBDual

Sposob vetvenia predstavuje vytvaranie stromu prehladania, ktoré je v algoritme
pMedBBDual zabezpecené fixovanim jednotlivych premennych Vi, ktoré rozhoduju
0 umiestneni strediska. Tento spdsob vetvenia pouzil aj Janacek a Buzna [33] v algoritme
BBDual pri rieSeni kapacitne neobmedzenej umiestiiovacej tilohy popisany v kapitole 2.2.1.
Fixaciou sa zredukuje mnoZina rieSeni vypustenim jednoznacne urcenych premennych yi,
ktoré vhodnym pouzitim prohibitivnej konstanty v ui¢elovej funkcii vynttia minimalizaciu.
Poradie fixacii jednotlivych premennych yi zdvisi od vyhodnotenia narusenia
komplementarnych podmienok (4.3.35) — (4.3.39) pre jednotlivé strediska i. Procedura pre
ziskanie hornej hranice nam poskytuje dodrzanie podmienky (4.3.36), preto tito podmienku
nie je nutné vyhodnocovat. Podmienka (4.3.39) je viazana len k uz fixovanym premennym
yi na hodnotu jedna, teda nemo6zem vybrat’ dvakrat toho istého kandidata na fixaciu, aj ked’
je porusena tato podmienka. Mnozina kandidatov na fixaciu je tvorena iba doposial
nefixovanymi premennymi Yi, ¢o nam podmienku (4.3.39) vyluéuje z vyhodnotenia.
Vyhodnotenie narusenia podmienok (4.3.35), (4.3.37), (4.3.38) realizujem pomocou
procedury na ziskanie vhodného kandidata na fixaciu. Hladanie najvdcSieho poruSenia
podmienok je ¢asovo naro¢né, preto som sa zameral na najdenie prvého porusenia
komplementarnych podmienok (4.3.35), (4.3.37), (4.3.38). Vyber vhodného kandidata znizi
gap medzi hornou a dolnou hranicou rieSenia (4.3.40). Procedura pre ziskanie kandidata na

fixaciu ma nasledovny predpis:

0. Inicializujte hradaného kandidata na fixaciu i" = -1 a mnoZzinu potencionalnych

kandidatov na fixaciu Ix = 1*-11.
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1. Preberte postupne umiestnenia i € lx, kym nenajdete prvé porusenie podmienky
(4.3.35) a aktualizujte i* rovné umiestneniu i, ktoré porusilo tato podmienku (4.3.35).

2. Ak i = -1, preberte postupne umiestnenia i € Ik, kym nenéjdete prvé porusenie
podmienky (4.3.37), teda hodnotu premennej ui > 0, a aktualizujte i* rovné
umiestneniu i, ktoré porusilo tato podmienku (4.3.37).

3. Ak i" = -1, preberte postupne umiestnenia i € Ik, kym nendjdete prvé porusenie
podmienky (4.3.38), aktualizujte i" rovné umiestneniu i, ktoré porusilo tato
podmienku (4.3.38).

4. Ak i"=-1, nastavte i podla nasledovného vztahu (4.3.42):

i* = solmin{ f; — Z max{O, v — cij} el — Iy (4.3.42)
je]

Aj splnenie podmienok (4.3.35) — (4.3.38) nemusi znamenat’ ziskanie nulového rozdielu
gap (4.3.40) atym vylacenie vrcholu z prehl'adania. Rozdiel medzi ziskanou dolnou
a hornou hranicou udavaji podmienky (4.3.39), preto je dalsi kandidat vybrany cez
minimalnu hodnotu dualnej premennej X vzt'ahom (4.3.42). Tymto navrhnutym algoritmom
pre ziskanie vhodného kandidita na fixdciu sa snazim znizit gap, atym aj pocet

spracovanych vrcholov v metdde vetiev a hranic.
4.3.7 Uplna fixacia v metdde vetiev a hranic

Uplna fixacia v metdde vetiev a hranic predstavuje zafixovanie vietkych stredisk na
hodnotu nula alebo jedna. Pri postupnej fixacii kandidatov ziskanych na vetvenie pomocou
navrhnutého algoritmu musim rozli$it' pripady, kedy sa nepodarilo vylucit vrchol
z prehl'adavania a sucasne nie je vhodné d’alej vetvit' v metode vetiev a hranic. Vyuzitim
Giplnej fixacie sa snazim obmedzit' d’al§iemu zbytoénému vetveniu v algoritme. Dalgie
vetvenie v algoritme by viedlo k ziskaniu nepripustného rieSenia, nendjdeniu kandidata na
vetvenie alebo poruseniu podmienky komplementarnosti(4.3.38). Tieto pripady sa viazu na

zakaz vetvenia na hodnotu nula alebo jedna a st to:
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Pripad 0: Spracovanie vrcholu, kde nie je uZ mozné vetvit’ na hodnotu 0

a)

b)

[Tol + 1] = [1]

V tomto pripade boli fixované vSetky mozné umiestnenia, z coho vyplyva, Ze nemam
d’alsiecho kandidata na vetvenie, teda mnozina moznych kandidatov na fixaciu je
prézdna.

[Tl = 11]-p

Dodrzanie komplementarnej podmienky (4.3.36) pri  hodnote X mensej ako nula
zabezpeCi umiestnenie prave p stredisk. V tomto pripade to vedie k zakazu fixacie
d’alsich kandidatov na hodnotu nula a prioritne fixovanie ostatnych nefixovanych
umiestneni na hodnotu jedna.

[lo] = |1]-1

Za pripustné rieSenie povazujeme rieSenie, ktoré¢ obsahuje aspoii jedno umiestnené
stredisko. DodrZzanie komplementarnej podmienky (4.3.36) zabezpecuje hodnota
dudlnej premennej X rovnd nule, ¢im sa otvara priestor umiestnit menej ako p
stredisk. V tomto pripade t0 znamena, ze pri fixacii len na hodnotu nula je nulové
fixacia posledného nefixovaného strediska pre ziskanie pripustného rieSenia

zakazana, pri¢om je prioritne stredisko fixované na hodnotu jedna.

Pripad 1: Spracovanie vrcholu, kde nie je uZ mozné vetvit’ na hodnotu 1

a)

b)

[l =p

Dodrzanie komplementarnej podmienky (4.2.36) pri hodnote x mensej ako nula
zabezpec¢i umiestnenie p stredisk. V tomto pripade to vedie k zakazu fixacie d’alsich
kandidatov na jedna, nakol’ko uz pocet fixovanych premennych na hodnotu jedna je
presne p a fixacia dalSieho strediska na hodnotu jedna by znamenalo ziskanie
nepripustného riesenia. Preto su prioritne fixované ostatné nefixované umiestnenia
na hodnotu nula.

[Tol + {12 = 1]

V tomto pripade boli fixované vSetky mozné umiestnenia, z ¢oho vyplyva, ze
nemame d’alSieho kandidéta na vetvenie, t.j. mnozina moznych kandidatov na fixaciu

je prazdna.
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Uplnou fixaciou v spomenutych pripadoch ziskam pripustné rieSenie pomerne rychlo a
jednoducho, pri¢om ako hodnotu dolnej hranice stanovim hodnotu hornej hranice a tym dany
vrchol stromu rieseni mozem vylucit. Z danych pripadov je mozné vidiet’ spdsoby dodrzania
podmienky (4.3.36). Ak dodrzime podmienku nulovou hodnotou duélnej premennej X, ktora
je ziskana pri vypocte dolnej hranice, rieSim tak kapacitne neobmedzenti umiestiiovaciu
ulohu a tomu aj prispdsobujem hranice medzi vhodnym a nevhodnym vetvenim algoritmu.
Naopak ak dodrzanim podmienky (4.3.36) zabezpeCujem umiestnenim presne p stredisk
rieSime tulohu p-medianu, pripadne vazeného p-medianu (2.1.2) azase tejto ulohe
prispdsobujem hranice medzi vhodnym a nevhodnym vetvenim algoritmu. Osetrenie tychto

pripadov vedie k efektivnemu hl'adaniu optimalneho rieSenia v metdde vetiev a hranic.
4.3.8 Predbezné experimenty

Takto skonstruovany algoritmus [9] som testoval na benchmarkoch zo slovenskej
cestnej siete s ohl'adom na vypoctovy ¢as, pocet spracovanych vrcholov, hodnotu dolnej
hranice korena, hodnotu dolnej hranice rieSenia ahodnotu hornej hranice rieSenia
odpovedajucu najlepsiemu ndjdenému riesSeniu. VSetky experimenty boli realizované na PC
s procesorom i7 Q720 a 8GB RAM. Hodnotu rieSenia ziskaného algoritmom pMedBBDual
ako aj hodnotu vypoctového €asu sme porovnavali s Glohou rieSenou univerzalnym I[P
solverom. Subory, ktoré prisluchaji testovacim tloham st uvedené v prilohe 1. Experimenty
0 rozsahu 100x100 st realizované na ulohe p-medidnu definovanej na vybranych 100
obciach Banskobystrického kraja.

Experimenty v Tab. 14 ukazali, Ze algoritmus pMedBBDual ziskal optimalne rieSenie
vo vicsine pripadov. Pripady, kedy som neziskal optimalne rieSenie vyplynuli z toho, Ze
vypoctovy ¢as bol vzhl'adom na rozsah rieSenej ulohy vel’ky. Pre rieSené ulohy som stanovil
maximalny vypoctovy cas rieSenej ulohy jednu hodinu, ktora bola v niektorych pripadov aj
dosiahnuté a tym bol pred¢asne ukonceny algoritmus. Toto predcasne skoncenie algoritmu
sposobilo neziskanie vZzdy optimalneho rieSenia. Ak porovnam vypoctové Casy algoritmu
pMedBBDual auniverzalneho IP solvera XPRESS-IVE, tak vypoctovy cas ziskany IP
solverom je kratsi vo vSetkych pripadoch, niekedy az niekol’ko nasobne. Tento pomerne
vel'ky vypoctovy ¢as bol podmieneny spracovanim vel'kého poctu vrcholov vo vetveni. Ak
si zoberiem kvalitu ziskanej dolnej hranice, tak Tab. 14 ukazuje v niektorych pripadoch

ziskanie nekvalitnej dolnej hranice. Kvalitu dolnej hranice posudzujem na zéklade ¢o
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najvacsiecho mozného priblizenia k hodnote hl'adaného optimélneho rieSenia. V pripadoch,

kde hodnota p bola 15, 25, 60 som ziskal vel'mi kvalitni dolnt hranicu, ked’Ze dolna hranica

sa rovnala hodnote optimalneho rieSenia. Avsak v pripadoch, kde hodnota p bola 55 a 85,

hodnota dolnej hranice bola nekvalitna. Experimenty tiez ukézali, ze pokial’ dolna hranica

korena nie je kvalitna, tak ndjdenie optimalneho rieSenia vetviacim algoritmom spdsobi

spracovanie velkého mnozstva spracovanych vrcholov. Tiez sa ukdzalo, ze vetvenim

nedokazem vyrazne vylepsit’ ziskanu dolnt hranicu rieSenia oproti dolnej hranice korena

stromu vetvenia.

Tab. 14 Porovnanie algoritmu pMedBBDual s XPRESS-IVE na benchmarku BB100x100

XPRESS-IVE pMedBBDual
o) OF t[s] DHg DHg HH t[s] noN

5 2069 1,04 2032 2069 2069 2,74 555
10 1275 1,01 1265 1275 1275 25,07 12719
15 923 0,95 923 923 923 1,32 369
20 745 0,93 738 745 745 9,14 3531
25 616 0,89 616 616 616 1,71 521
30 521 0,97 520 521 521 1,58
35 441 0,95 430 337 444 3677965
40 373 0,95 340 341 382 4322839
45 315 1,23 250 251 324 5084461
50 263 1,12 160 161 274 5994615
55 215 0,98 70 72 242 6189543
60 176 1,00 176 176 176
65 142 1,04 141 142 142 2753881
70 112 1,00 106 86 112 5692943
75 87 0,96 71 71 88 8806833
80 64 0,96 36 36 65 10740197
85 44 0,95 1 4 44 12314193
90 25 1,00 12 12 25 15186543
95 10 0,98 4 10 10 86,44 479555

Lstipec p udéva hodnotu maximalneho po&tu stredisk

2 stipec OF udéva hodnotu optimalneho rieSenia ziskanti pomocou univerzalneho IP solvera XPRESS-IVE
3 stipec t[s] udava &as trvania vypo&tu

4 stipec DH udéva hodnotu dolnej hranice korefia v algoritme pMedBBDual

5 stipec DHg udava hodnotu dolnej hranice riesenia v algoritme pMedBBDual

5 stipec HH udéva hodnotu hornej hranice riesenia v algoritme pMedBBDual

7 stipec noN udéava pocet spracovanych vrcholov v metode vetiev a hranic

8 gervena farba — predcasné zastavenie algoritmu po 1 hodine vypoctu (3600*)

9 zelena farba — ziskanie hodnoty optimélneho riesenia algoritmom pMedBBDual

4.4  VylepsSenia exaktného optimaliza¢ného jadra

Na zaklade vyhodnotenia experimentov z Tab. 14 sa pokusim blizsie analyzovat’, prec¢o
st niektoré pripady tak ¢asovo naro¢né. Otestujem kvalitu ziskania dolnej hranice pre
jednotlivé vrcholy stromu prehl'adania dosadenim hodnoty optimalneho rieSenia ziskaného

univerzalnym IP solverom rieSenim loka¢no-aloka¢ného modelu do hornej hranice rieSenia.
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Horna hranica rieSenia predstavuje doposial’ najlepsie ndjdené rieSenie. Ked'ze hodnota
optimalneho rieSenia predstavuje hornti hranicu riesenie pocas behu algoritmu v metode
vetiev a hranic tato moznost’ moze vylucit’ vel’ké mnozstvo spracovanych vrcholov, ktoré by
sme povodne museli spracovat’. V pripade, ze pocet spracovanych vrcholov by ndm vyrazne
poklesol, m6zem zhodnotit, ze mam kvalitni dolnt hranicu, no menej kvalitnu horna
hranicu rieSenia. Naopak, ak pocet spracovanych vrcholov vyrazne nepoklesol, tak nemézem
ziskant dolnu hranicu povazovat’ za kvalitnti. Otestujem to na rovnakej alohe BB100x100,

ale s najlepSou moznou hornou hranicou.

Tab. 15 Porovnanie kvality dolnej hranice na benchmarku BB100x100

pMedBBDual pMedBBDual(OPT)

p DHk DHr HH t[s] nN DHr HHy to[s] noN

5 2032 2069 2069 2,74 555 2069 2069 1,58 67
10 1265 1275 1275 25,07 12719 1275 1275 578 1227
15 923 923 923 1,32 369 923 923 0,02 1
20 738 745 745 9,14 3531 745 745 9,56 3163
25 616 616 616 1,71 521 616 616 0,01 1
30 520 521 1,58 345 521 521 0,74
35 430 337 3677965 337 441 3674234
40 340 341 4322839 341 373 4527215
45 250 251 5084461 251 315 5103254
50 160 161 5994615 161 263 5884235
55 70 72 6189543 72 215 6189543
60 176 176 291 176 176
65 141 142 2753881 142 142 2186423
70 106 86 5692943 86 112 5664432
75 71 71 8806833 71 87 8795683
80 36 36 10740197 36 64 11045197
85 1 4 12314193 4 44 12635231
90 12 12 15186543 12 25 15223646
95 4 10 10 | 86,44 479555 10 10 86,06 479555

Lstipec p udéva hodnotu maximalneho po&tu stredisk
2 stipec DHk udava hodnotu dolnej hranice korefia

3 stipec DHg udava hodnotu dolnej hranice riesenia

4 stipec HH udava hodnotu hornej hranice riesenia

5 stipec t[s] udéva ¢as trvania vypoctu pre algoritmus pMedBBDual
® stipec NN udava po&et spracovanych vrcholov v metdde vetiev a hranic algoritmu pMedBBDual

7 stipec HHy udéva hodnotu hornej hranice rieSenia prednastavent na hodnotu optimalneho riesenia
8 stipec to(s) udéva Gas trvania vypodtu pre algoritmus pMedBBDual(OPT)

9 stipec NoN udava pocet spracovanych vrcholov v metéde vetiev a hranic algoritmu pMedBBDual(OPT)

10 gervena farba — pred&asné zastavenie algoritmu po 1 hodine vypo&tu (3600%)

1 zelen4 farba — ziskanie optimélneho rieSenia
2 pMedBBDual(OPT) — algoritmus pMedBBDual s prednastavenou hornou hranicou, ktoré je rovna hodnote optimélneho riesenia
Experimenty v Tab. 15 ukazali, ze vo vicsSine pripadov nam procedura neposkytuje

kvalitnii dolnt1 hranicu DHg, ¢o sa odzrkadl'uje na vypoctovom case t a vysokom pocte

spracovavanych vrcholov nN. Ani nastavenim najlepsej hornej hranici som nedokazal ziskat’
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rieSenie za prijatelny Cas to @ musime spracovat’ velké mnozstvo vrcholov noN. Touto

analyzou som dospel k zaveru, Ze je potrebné vylepsit’ procediru na ziskanie dolnej hranice.
4.4.1 VylepSenie vypoctu dolnej hranice

Na zaklade ziskanych poznatkov o CDA procedure, ktora poskytla nepostacujicu
doln hranicu pre exaktny algoritmus, som navrhol novli proceduru zalozeni na
inkrementa¢nom principe. Tento inkrementa¢ny korekény dudlny algoritmus [12] pre

ziskanie dobrej dolnej hranice ma nasledovny predpis:

0. {Inicializacia} Urcte poc¢iato¢né pripustné dualne rieSenie u, v, x: u; = f; prei € I,,,
v; = min{c;j;i €I, UL} prej € ] ax = 0. Podla vztahu (4.3.31) uréte hodnotu
DH aktualnej dolnej hranice.

1. Usporiadajte mnozinu zdkaznikov J do sekvencie jj, j,... jk... Jjn VZOstupne na
zéklade kardinality jednotlivych zédkaznikov K; = |{l €ly, v; = ¢ J}|

2. Pre kazdé j € | vykonajte nasledujuci postup: Ur¢ § = min{min{ui:i €ly,v; =
cij}, min{c;; — vj:i € Iy, v < ¢;;}, min{c;; —vj:i € I, v; < ¢;;}}. Ak je § > 0, tak
pre kazdé i € I, pre ktoré plati v; = ¢;;, polozte u; = u; — &, upravte v; podl'a
vzt'ahu v; =v; + 6, zvy§ DH = DH + ¢ a aktualizujte poziciu zdkaznika j v sekvencii.

3. Opakujte pokial plati, ze [{u; =0, i € I}| > (p — |Iy|). Inak skonéi.

4. Zalohujte si hodnoty dualnych premennych x, v;, u; , doln hranicu DH a aktudlnu
sekvenciu zakaznikov jj, j2,... ji... jn.

5. Nastavte dudlne premenné nasledovne: x = x —1a pre kazdé i € [, hodnotu
u=u; + 1.

6. Pre kazdé j € J vykonajte nasledujtici postup: Urcte § = min{min{ui:i €ly,v; =
cij}, min{cij — vl €Iy, v < cl-j}, min{cij —vpi €L, < cij}}. Ak je 6 > 0, tak
pre kazdé i € Iy, pre ktoré plati v; = ¢;;, poloz u; = u; — &, upravte v;podla vztahu
vi =v; + 0, zvySte DH = DH + ¢ a aktualizujte poziciu zakaznika j v sekvencii.

7. Ak hodnota dolnej hranice DH sa zvysila, ndvrat na krok 3, inak obnovte hodnoty
dudlnych premennych, dolnej hranice a sekvencie zo zalohy vykonanej v kroku 4

a skoncte.

Zmena dudlnych premennych v ICDA procedire nie je viazana na ziadneho zakaznika
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oproti CDA procedure. Zmena premennej x v CDA procedure bola uréena vzt'ahom:

Ax = min((c;j» —vj+) =0, iel, U )

(4.4.01)

Ak porovndm CDA alCDA proceduru azapiSem zmenu dudlnych premennych

zapisom ako v CDA procedure, tak ta ista zmena v ICDA je o hodnotu jedna (4.4.02):

Ax =

1

(4.4.02)

ICDA proceduru som verifikoval na tom istom benchmarku BB100x100 a porovnal

s CDA procedurou, kde horna hranica rieSenia bola ur¢ena hodnotou optimalneho rieSenia

ziskaného univerzalnym IP solverom rieSenim loka¢no-aloka¢ného modelu (vid’ Tab. 16).

Tab. 16 Porovnanie procedur pre ziskanie dolnej hranice na benchmarku BB100x100

CDA ICDA

p DH HH t[s] noN DH HH t[s] noN

5 2032 2069 1,58 67 2034 2069 0,321 23
10 1265 1275 5,78 1227 1272 1275 0,121 27
15 923 923 0,02 1 923 923 0,01 1
20 738 745 9,56 3163 741 745 1,307 359
25 616 616 0,01 1 616 616 0,054 1
30 520 521 0,74 87 520 521 0,152 89
35 430 441 3674234 440 441 28,419 17073
40 340 373 4527215 373 373 0,003 1
45 250 315 5103254 314 315 0,109 27
50 160 263 5884235 262 263 1098,18 868311
55 70 215 6189543 215 215 0,002 1
60 176 176 1 176 176 0,003 1
65 141 142 2186423 142 142 0,003 1
70 106 112 5664432 112 112 0,004 1
75 71 87 8795683 87 87 0,001 1
80 36 64 11045197 64 64 0,002 1
85 1 44 12635231 44 44 0,002 1
90 12 25 15223646 25 25 0,001 1
95 4 10 86,06 479555 10 10 0,001 1

! stl:pec p udava hodnotu maximalneho poctu stredisk
2 stipec DH — hodnota dolnej hranice korefia pre jednotlivé procediry

3 stipec HH udéva hornt hranicu rieSenia prednostne nastavent na hodnotu optimélneho riesenia
4 stipec t[s] udava ¢as trvania vypoctu algoritmu pre jednotlivé procedury

5 stipec NoN udava pocet spracovanych vrcholov v metéde vetiev a hranic pre jednotlivé procediry
8 stipce CDA udévaju vystupné parametre vypo&tu pre CDA proceduru

7 stipce ICDA udavaju vystupné parametre vypo&tu pre ICDA procediru
8 gervena farba — predcasné zastavenie algoritmu po 1 hodine vypoctu

9 zelend farba — ziskanie lepSej dolnej hranice korefia
0 oranzova farba — lepsi vypoctovy cas
Na zaklade vykonanych experimentov (vid® Tab. 16) mézem skonstatovat’, ze ICDA

procediira ndm poskytuje lepsSiu dolnu hranicu v porovnani s dolnou hranicou ziskanou
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pomocou CDA procediury. To mozno demonstrovat’ lepSim vypoctovym casom ako aj
mens$im poctom spracovanych vrcholov. Na zaklade tejto skuto¢nosti je ICDA procedura na
ziskanie dolnej hranice rieSenia vhodnejSia pre exaktny algoritmus ako CDA procedura.
Experimenty vSak ukazali, ze v niektorych pripadoch som musel spracovat’ vel'’ké mnozstvo
vrcholov, (vid’ p rovné 50), aj ked’ ovel'a menej ako predtym. Otazkou je, ¢o viedlo k tejto

anomalii.
4.4.2 Vplyv fixacie na ziskanie dobrej dolnej hranice

Algoritmus pMedBBDual vyuziva pri vytvdrani stromu rieSenia odloZenie
nespracovavaného vrcholu do zéasobnika doposial nespracovanych vrcholov spolu
S hodnotami dudlnych premennych vj a X. Premenné Ui si dokdzem dodatoc¢ne prepocitat’.
Tieto vrcholy pri backtrackingu vytahujem a spracovavam ich. Treba si vSak uvedomit’, ze
pri spracovavani vrcholov sa snazim najst’ kandidata na umiestnenie strediska, na zaklade
fixacie ktorého budu vytvorené d’alSie dva nové vrcholy. V dudlnom modeli sa fixacia na
hodnotu jedna prejavuje zmenou podmienky (4.3.26) na (4.3.27). Pokial' kandidat na
umiestnenie strediska patri do mnoZiny nefixovanych stredisk musim spiiiat’ podmienky
(4.2.26), fixaciou na jedna sa to meni na spifianie podmienky (4.3.27). Z ¢oho vyplyva
aktualizacia hodnot dualnych premennych vj podla vztahu (4.4.03).

v = ¢y prei € I, jE€J (4.4.03)

Pokusil som sa neukladat’ tieto hodnoty do zasobnika a kazdy vrchol spracovat’ ako

koren stromu rieSenia, teda z vychodiskovej pozicie (4.4.04 — 4.4.06).

v; = min {cl-j i€l U 11} prej €] (4.4.04)
u =f; prei € I, (4.4.05)
x=0 (4.4.06)

Tymto som chcel overit’ potrebnost’ ukladania dualnych premennych vja x do zasobnika.
To som experimentalne realizoval na benchmarku z Banskobystrického kraja Vvo
vypoctovom cCase apocCte spracovanych vrcholov. V Tab. 17 st uvedené vysledky
spominaného porovnania, ktoré¢ ukazali, ze ukladanie hodndt dualnych premennych do

zasobnika nie je potrebné. Je vyhodnejSie vychadzat' z vychodiskovej pozicie (4.4.04) —
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(4.4.06) pri ziskavani dolnej hranice vrcholu v metdde vetiev a hranic, ¢o je demonstrované

men$im po¢tom spracovanych vrcholov a Krat§im vypoctovym ¢asom.

Tab. 17 Porovnanie efektivnosti ziskania dolnej hranice na benchmarku BB100x100

pMedBBDual (Zasobnik pMedBBDual(Start)
p DH HH t[s] nN DH HH t[s] nN

5 2034 2069 0,321 23 2034 2069 1482 51
10 1272 1275 0,121 27 1272 1275 0,133 17
15 923 923 0,01 1 923 923 0,005 1
20 741 745 1,307 359 741 745 0,602 161
25 616 616 0,054 1 616 616 0,004 1
30 520 521 0,152 89 520 521 0,220 85
35 440 441 28,419 440 441 0,149 87
40 373 373 0,003 1 373 373 0,002 1
45 314 315 0,109 27 314 315 0,034 19
50 262 263 1098,18 262 263 0,050 3
55 215 215 0,002 1 215 215 0,003 1
60 176 176 0,003 1 176 176 0,002 1
65 142 142 0,003 1 142 142 0,003 1
70 12 12 0,004 1 12 112 0,002 1
75 87 87 0,001 1 87 87 0,001 1
80 64 64 0,002 1 64 64 0,002 1
85 44 44 0,002 1 44 44 0,001 1
90 25 25 0,001 1 25 25 0,003 1
95 10 10 0,001 1 10 10 0,001 1

Lstipec p udava hodnotu maximalneho poétu stredisk

2 stipec DH — hodnota dolnej hranice korefia

3 stipec HH — hodnota hornej hranice riesenia

4 stipec t(s) udava &as trvania vypoétu algoritmu

5 stipec NN udéava po&et spracovanych vrcholov v metode vetiev a hranic

¢ stipce pMedBBDual(Zdsobnik) udavaji vyuZivanie hodnét zo zasobnika

7 stipce pMedBBDual(Start) udavaju vyuZivanie vychodiskového nastavenia
8 gervena farba udava neziaduci pocet spracovanych vrcholov

¢ zelena farba udava mensi podet spracovanych vrcholov

10 oranzova farba — dolna hranica je rovna hodnote optimalneho rieseniu

4.4.3 Vyber kandidata na vetvenie

V kapitole 4.3.6 som popisoval vyber kandidata na vetvenie, ktory je zaloZeny na

postupnom vyhodnocovani dodrzania komplementarnych podmienok (4.4.07) — (4.4.09).

(yl- — zij) max{O, v — cl-j} =0 prei € Iy, jJE] (4.4.07)
u;y; =0 prei €Iy (4.4.08)
max{O, Cij — vj} zi; =0 prei € Iy, JE]J (4.4.09)

Na zaklade toho bol skonstruovany algoritmus pre vyber kandidata na vetvenie, kde

vybrany kandidat je fixovany na hodnotu nula a jedna, ¢im boli vytvorené nové vrcholy
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v strome rieSeni. Tento navrhnuty algoritmus popisany v kapitole 4.3.6 vyhodnocuje

podmienky v nasledovnom poradi:

1.  Dodrzanie podmienok (4.4.07)
2. Dodrzanie podmienok (4.4.08)
3. Dodrzanie podmienok (4.4.09)

Naskytuje sa tu otazka, ¢i dané poradie vyhodnotenia podmienok je najvhodnejsie pre
vyber kandidata na vetvenie [11]. Preto som pristapil k vytvoreniu vsetkych moznych
kombinacii vyhodnotenia komplementarnych podmienok (4.4.07) — (4.4.09), ktoré som

oznacil ako varianty funkcie pre ziskanie kandidata na vetvenie a zhrnul v Tab. 18.

Tab. 18 Poradie vyhodnotenia dodrZania komplementarnych podmienok pre jednotlivé varianty

Poradie vvhodnotenia dodrzania komplementdarnvch podmienok

Variant 1 5 3
V1 (4.3.07) (4.3.08) (4.3.09)
V2 (4.3.07) (4.3.09) (4.3.08)
V3 (4.3.09) (4.3.08) (4.3.07)
V4 (4.3.08) (4.3.09) (4.3.07)
V5 (4.3.08) (4.3.07) (4.3.09)
V6 (4.3.09) (4.3.07) (4.3.08)

Lstipec Variant udava jednotlivé varianty

2 stipec 1. udava, ktora podmienka sa vyhodnoti ako prvé
3 stipec 2. udava, ktora podmienka sa vyhodnoti ako druha
“stipce 3. udava, ktord podmienka sa vyhodnoti ako tretia

Variant V1 predstavuje funkciu s povodnym usporiadanim vyhodnotenia podmienok
popisanych v kapitole 4.3.6 v krokoch 2, 3 a 4 navrhnutého postupu pre ziskanie kandidata
na vetvenie. Tento variant V1 porovndm S ostatnymi variantami na zaklade vypoctového
casu, kde funkcia pre ziskanie kandidata sa bude s povodnou liSit' iba v spominanych
krokoch 2, 3 a 4. Experimenty na overenie vhodnosti pouzitej funkcie pre ziskanie kandidata
na vetvenia oproti ostatnych funkciam realizujem na benchmarkoch BB100x100,
ZA315x315, NR350x350 zo slovenskej cestnej siete.

Experimenty na BB100x100 ukazali malé ¢asové rozdiely, na zaklade ktorych nie je
mozné vyvodit adekvatny zaver (vid' priloha 4). Do Tab. 19 som vybral vysledky
z benchmarku ZA315x315 odpovedajice Zilinskému kraju, kde najmarkantnejsie vidiet

rozdiely vo vypoctovych €asoch jednotlivych variantov funkcie.
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Tab. 19 Porovnanie variantov funkcie vo vypoétovom ¢ase na benchmarku ZA315x315

V¥pocltovy Eas v sekunddch [s]
P V1 V2 V3 V4
24 511 644 928 105
27 151 94 501 451
30 78 125 206 546
51 843 1222 918 273
54 194 160 2035 743
1 046
1468
1102
60 3313 614
62 710 1205 3 600* 1040
63 591 641 2242 484
65 524 891 3600* 713

Lstipec p udava hodnotu maximalneho potu stredisk

2 stipec V1 udava vypoctovy &as algoritmu ziskany variantom V1

3 stipec V2 udava vypodtovy &as algoritmu ziskany variantom V2

“stipec V3 udava vypodtovy Gas algoritmu ziskany variantom V3

5 stipec V4 udava vypodtovy Gas algoritmu ziskany variantom V4

8 stipec V5 udava vypodtovy ¢as algoritmu ziskany variantom V5

7 stipec V6 udava vypoétovy &as algoritmu ziskany variantom V6

8 Gervena farba — predgasné zastavenie algoritmu po 1 hodine vypoctu (3600*)
9 zelena farba — najkratsi vypoctovy ¢as zo vietkych variantov

Experimenty ukdazali, Ze najkrat$i vypocétovy cCas algoritmu sme ziskali s réznymi
variantmi funkcie pre ziskanie kandidatov na vetvenie. Na druhej strane vypoctovy ¢as
Vv niektorych pripadoch prevysil jednu hodinu, ¢o vzhl'adom na velkost rieSenej tlohy
nepovazujem za priaznivé. Variantmi V4 a V5 som ziskal vo vSetkych pripadoch vypocétovy
Cas mens$i ako hodina, ¢o predurCuje tieto varianty, aby som z nich vybral jeden ako
najvhodnejsi variant. Na zaklade vykonanych experimentov, ale nebolo mozné jasne vybrat’
jeden variant, preto som pristapil K $tatistickému porovnaniu jednotlivych variantov.

Na urcenie najvhodnejSieho variantu som zaviedol tieto Statistiky:

1. Priemerny €as vypoctu — aritmeticky priemer ¢asov vypoctu algoritmu pre
vSetky hodnoty p.
m
ty = Z t, | /m (4.4.10)
p=1
2. Relativny ¢as vypoctu — suma pomeru Casu vypoctu variantu k variantu
s najlepsim ¢asom vypoctu.
m
tg = t,/ mint 4.4.11
R Z( v/ F1.F7 v) ( )
p=1
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Priemerny pocet ziskanych kandidatov - aritmeticky priemer poctu ziskanych

kandidatov v algoritme pre vSetky hodnoty p.

m
NoC, = ZNocp /m (4.4.12)
p=1

Relativny pocet ziskanych kandiddtov - suma pomeru poctu ziskanych

kandidatov variantu k variantu s najniz$im poctom ziskanych kandidatov.

m
NoCg = Z(Non/ Igli}% NoCy) (4.4.13)
p=1 )

Na zaklade tychto Statistik chcem porovnat’ v Tab. 20 jednotlivé varianty funkcie pre

ziskanie kandidata na vetvenie a vybrat najvhodnejsi variant pre navrhnuty exaktny

algoritmus.
Tab. 20 Vyhodnotenie statistik na ulohe BB100x100, ZA315x315 a NR350x350
Vi BB100x100 ZA315x315 NR350x350
NoCa NoCgr ta tr NoCa | NoCgr ta tr NoCa | NoCr ta tr
V1 162,04 | 191,71 0,39 123,70 3699 992 142 1244 16870 516 552 535
V2 430,26 | 462,51 0,58 161,02 4560 1025 178 1304 34846 3441 1143 4740
V3 171,00 | 211,54 0,50 152,58 | 10909 1553 312 2054 36035 4098 1183 4408
V4 165,57 | 194,96 0,46 132,91 1854 480 75 510 12013 443 357 426
V5 166,33 | 195,67 0,51 146,21 1923 490 72 469 12352 427 355 403
V6 168,98 | 207,06 0,54 163,89 | 10792 1431 288 1996 36543 4145 1175 4395

Lstipec Variant udava jednotlivé varianty

2 stipec NoC, udéva, priemerny po&et ziskanych kandidatov pocas vetvenia
3 stipec NoCr udéva relativny pocet ziskanych kandidétov pocas vetvenia
“stipce ta udava priemerny Gas vypoctu

Sstipce tr udava relativny Gas vypodtu

8 zelena farba — najvhodnejsi variant na zéklade danej Statistiky

Na zaklade vykonanych Statistik som zistil, ze variant V1 bol najvhodnejsi pri rozsahovo

malej ulohe, no ked’ sme zacali testovat’ rozsahovo vacsie lohy, vhodnost’ tohto variantu sa
b

nepotvrdila. Je vidiet, ze variant V1 sa oproti ostatnym variantom v Statistikach tlohy

BB100x100 velmi nelisi. Co viak nemozno povedat o variantoch V4 a V5 voéi ostatnym

variantom pre rozsahovo vacsiu ulohu. Pre ulohach ZA315x315, NR350x350 je vidiet

niekol’ko nasobné mensie hodnoty Statistik pri variantoch V4 a V5. Spoloénym znakom

variantov V4 a V5 je vyhodnotenia komplementarnych podmienok (4.4.14) ako prvych

v poradi, teda ¢i hodnota doplnkovej premennej u; je nulova.

u;y; =0 prei €Iy, (4.4.14)
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Pri statistikach, kde som bral do uvahy pocet ziskanych kandidatov, ako najvhodne;jsi variant
je variant V4. AvSak pri Statistikich, kde sme brali do uvahy vypoctovy ¢as, ako
najvhodnejsi variant je variant V5. Rozdiely v Statistikach medzi variantmi V4 a V5 nie su
vel'ké, teda vyber najvhodnejSicho kandidata je zalozeny na dolezitosti jednotlivych
Statistickych kritérii.

Na potvrdenie vhodnosti vybranych variantov som vyuzil $tatisticky test, konkrétne
dvojvyberovy t-test s nerovnostou rozptylov (t-Test: Two-Sample Assuming Unequal
Variances) podrobne popisany v zdroji [40]. Testy som realizoval pomocou nastroja Data
Analysis v prostredi Microsoft Excel [3] na hladine vyznamnosti o = 0,05, kde boli
porovnavané dvojice variantov navzajom. Podrobné vysledky Statistickych testov su
uvedené v prilohe 5. V Tab. 21 vyhodnocujem vyhodnost variantov funkcie medzi sebou na
zaklade vyhodnotenia hypotézy a jej alternativ v dvojvyberovom t-teste. To znamena, zZe je
uvedeny ten variant z testovanej dvojice variantov (variant z riadka alebo variant zo stipca),
ktory je na zéklade vyhodnotenia Statistického testu vhodnejsi pre algoritmus pMedBBDual.

V pripade ak sa varianty rovnaju, je uvedeny vztah rovnosti.

Tab. 21 Porovnanie vhodnosti jednotlivych variantov funkcie na zédklade dvojvyberového t-testu

Variant V1 V2 V3 V4 V5 V6
V1 - V1 V1 V4 V5 V1
V2 V1 - V2 V4 V5 V2
V3 V1 V2 - V4 V5 V3=V6
\Z! V4 V4 V4 - V4=V5 \Z!
V5 V5 V5 V5 V5=V4 - V5
V6 V1 V2 V6=V3 V4 V5

1 stipec Variant udava jednotlivé varianty
2 Symbol — udava, Ze nie je moZné testovat’ rovnaké varianty medzi sebou

Statisticky test potvrdil predoslé zavery, Ze najvhodnejsie varianty funkcie pre ziskanie
kandidata na vetvenie s V4 a V5. Ked’Ze je prvoradé ziskanie optimalneho rieSenia za ¢o

najkratsi ¢as, najvhodnej$i variant ziskania kandidata na vetvenie predstavuje variant V5.
4.4.4 VylepSenie hornej hranice

V kapitole 4.3.4 som popisal procediru pre ziskanie minimalnej mnoZziny umiestneni
zalozenu na konstrukcii primarneho rieSenia s minimalnym rozdielom gap medzi hornou

a dolnou hranicou:
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gap = E,(y,z) — Fp(u,v,x) = Z Z(yi — z;j)max{0,v; — ¢;;} + z u; i+

iEIV ]E] iEIV
+ Zyi —p+ILD |x + Z Zmax{o, cij — vj}zij + ZZ(C”’ —v;)z;; (44.15)
i€l, i€ly jEJ i€l; jej

Tento gap udéavaju nesplnené komplementarne podmienky. Vychadzam z duélneho riesenia,

kde cez dodrzanie komplementarnych podmienok (4.4.16 — 4.4.20) konStruujem primarne

rieSenie.

(yi — Zij) max{O, v — cij} =0 prei € Iy, jJE] (4.4.16)
Zyz—p+ || |]x =0 (4.4.17)
iely

u;y; =0 prei €l (4.4.18)

max{O, Cij — vj} z;;=0 prei € Iy, jJE] (4.4.19)

(cij— vj)zij =0 prei€ l;,, Jj€]J (4.4.20)

Ziskanie primarneho rieSenia zavisi aj od poradia spracovanych zdkaznikov. Na zaklade
rozliéného poradia zakaznikov som navrhol varianty funkcie pre ziskanie minimalnej

mnoziny umiestneni [13]:

1. Variant F1 predstavuje Erlenkotterovo usporiadanie zakaznikov. Tento variant
odpoveda algoritmu, ktoré som navrhol a podrobne popisal v kapitole 4.3.4.

2. Variant F2 predstavuje preberanie zakaznikov po poradi ako boli zakaznici
usporiadany na vstupe.

3. Variant F3 predstavuje preberanie zakaznikov v poradi, ktoré som ziskal ICDA
procedurou.

4. Variant F4 predstavuje preberanie zékaznikov v ndhodnom poradi.

5. Variant F5 predstavuje vykonanie variantu F4 dvakrat po sebe a vyber riesenia s

lepSou (mensou) hornou hranicou.
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6. Variant F6 predstavuje preberanie zakaznikov po poradi, avSak vybera sa z

maximalne 3 najlepsich stredisk pre daného zakaznika.

Experimenty na overenie vhodnosti pouzitej funkcie pre ziskanie minimalnej mnoziny
umiestneni, ktorej hodnota udava hornu hranicu vrcholu realizujem na benchmarkoch
BB100x100, ZA315x315, TT276x276 zo slovenskej cestnej siete. Experimenty na
benchmarku BB100x100 ukazali malé ¢asové rozdiely, na zéklade ktorych nie je mozné
vyvodit’ adekvatny zaver (vid’ priloha 6). Do Tab. 22 som vybral vysledky z benchmarku
ZA315x315 odpovedajuce Zilinskému kraju, kde najmarkantnejsie vidiet' rozdiely vo

vypoctovych ¢asoch jednotlivych variantov funkcie.

Tab. 22 Porovnanie variantov funkcie vo vypo¢tovom ¢ase na benchmarku ZA315x315

V¥poctovy cas (s)
p F1 F2 F3 F4 F5 F6

1 4,27 264,71 383,06 7,65 8,24 4,16

9 42,96 266,27 365,07 197,13 113,25 68,72

15 195,21 422,47 613,78 1193,09 105,03 84,42

27 475,84 729,19 653,10 504,02 416,62 223,07

44 42,53 29,65 42,14 87,48 15,44 10,07

50 326,47 522,17 1188,26 760,31 207,77
68 98,71

101 23,92 5,10

106 24,08 724,10
120 36,25
150 20,66
180 16,67
200 14,12
220 13,16
250 9,34
280 7,52
300 5,95

Lstipec p udéva hodnotu maximalneho po&tu stredisk

2 stipec F1 udava vypoctovy ¢as algoritmu ziskany variantom F1

3 stipec F2 udava vypodtovy ¢as algoritmu ziskany variantom F2

“ stipec F3 udava vypoctovy Gas algoritmu ziskany variantom F3

5 stipec F4 udava vypoctovy &as algoritmu ziskany variantom F4

8 stipec F5 udava vypoctovy ¢as algoritmu ziskany variantom F5

7 stipec F6 udava vypoctovy Gas algoritmu ziskany variantom F6

8 gervena farba — preddasné zastavenie algoritmu po 1 hodine vypoctu (3600*)
9 zelend farba — najkrat3i vypoctovy ¢as zo vietkych variantov

Experimenty ukazali, ze najkrat$si vypocCtovy cas algoritmu som ziskal S rdéznymi
variantami funkcie pre ziskanie kandidatov na vetvenie. Variant V2 neposkytol ani v jednom
pripade lepsi vypoctovy €as, z oho je mozné usudit,, Ze tento variant nebude najvhodnejsi.
Na druhej strane vypoctovy ¢as v niektorych pripadoch prevysil jednu hodinu, ¢o vzhladom

na velkost’ rieSenej lohy nepovazujem za priaznivé. Variant V1 ako jediny poskytol
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ziskanie optimalneho rieSenia vo vSetkych pripadoch, ked’ze variantom V1 som ziskal vo
vietkych pripadoch vypoétovy ¢as mensi ako jedna hodina. Co variant V1 predurduje, aby
bol najvhodnejsi. Na zaklade vykonanych experimentov, ale nebolo mozné jasne vybrat’
jeden variant, preto som pristapil K Statistickému porovnaniu jednotlivych variantov. Na

urcenie najvhodnejsieho variantu som zaviedol tieto Statistiky:

1. Priemerny Cas vypoctu — aritmeticky priemer Casov vypoctu algoritmu
pre vSetky hodnoty p.
m
ty = z t, | /m (4.4.21)
p=1
2. Relativny ¢as vypoétu — suma pomeru ¢asu vypoctu variantu k variantu

S najlepsim ¢asom vypoctu.

m
tg = Z(tp/ min ty) (4.4.22)
p=1
3. Priemerny pocet spracovanych vrcholov - aritmeticky priemer poctu

spracovanych vrcholov v algoritme pre vSetky hodnoty p.

m
NoN, = ZNONP /m (4.4.23)
p=1
4. Relativny pocet spracovanych vrcholov - suma pomeru poctu

spracovanych vrcholov variantu kvariantu S najniz§im poctom

spracovanych vrcholov.

m
NoNg = Z(NoNp/ Iglig% NoNy,) (4.4.24)
e .

Pomocou statistik chcem porovnat v Tab. 23 jednotlivé varianty funkcie pre ziskanie
minimalnej mnoZiny umiestneni a vybrat najvhodnej$i variant pre navrhnuty exaktny
algoritmus.

Na zaklade vykonanych Statistik (vid’ Tab. 23) som zistil, Ze uz pri malych ulohach
BB100x100 variant F3 nie je vhodny nakolko skimané hodnoty boli oproti ostatnym
variantom niekol’konasobne vyssie. No Co sa tyka vyberu najvhodnejSieho variantu

Z ostatnych variantov nie je mozné urCit prave jeden variant. Preto som sa zameral na
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rozsahovo vigsie tlohy, ktoré odpovedaji Zilinskému a Tren¢ianskemu kraju (ZA315x315,
TN276x276). Statistiky pri rozsahovo vi&sich Gilohach ukazali, Ze variant V1 je najvhodnejsi
pre exaktny algoritmus pMedBBDual. Vhodnost’ variantu V1 je vidiet, v mnohonasobne

lepsich statistikach oproti ostatnym variantom.

Tab. 23 Vyhodnotenie §tatistik pre ulohy BB100x100, ZA315315 a TN276x276

VR BB100x100 ZA315x315 TN276x276
artan NoNa | NoNg ta tr NoNa | NoNg ta tr NoNa | NoNg ta iR
F1 333,66 4588 0,70 693 3847, 29162, 76 130 1095 26129 15 833
F2 565,76 1376 0,93 540 121402 28512 1614 21134 100571 223602 780 15756
F3 9744,74 6002 9,67 5047 137740 39605 1822 28873 154894 363417 1374 40095
Fa 2213,82 1438 2,83 1394 121319 28852 1678 22786| 124853 289265 1113 26286
F5 1027,78 700 1,73 849 174087 81448 1794 30917 122992 293208 828 17365
F6 505,20f 3108 0,67 579 70853 2108 1526 20104 132301 311182 947| 20166

Lstipec Variant udava jednotlivé varianty

2 stipec NON, udava, priemerny podet spracovanych vrcholov

3 stipec NoNg udéva relativny pocet spracovanych vrcholov
“stipce ta udava priemerny Gas vypoctu

Sstipce tr udava relativny Gas vypodtu

® zelena farba — najvhodne;jsi variant na zéklade danej $tatistiky

Na potvrdenie vhodnosti vybraného variantu som vyuzil Statisticky test, konkrétne
dvojvyberovy t-test s nerovnostou rozptylov (t-Test: Two-Sample Assuming Unequal
Variances) podrobne popisany v zdroji [40]. Testy som realizoval pomocou nastroja Data
Analysis v prostredi Microsoft Excel [3] na hladine vyznamnosti a = 0,05, kde boli
porovnavané dvojice variantov navzajom. Podrobné vysledky Statistickych testov su
uvedené v prilohe 7. V Tab. 24 vyhodnocujem vhodnost’ variantov funkcie medzi sebou na
zaklade vyhodnotenia hypotézy a jej alternativ v dvojvyberovom t-teste (vid priloha 7). To
znamena, ze je uvedeny ten variant z testovanej dvojice variantov (variant z riadka
alebo variant zo stipca), ktory je na zaklade vyhodnotenia $tatistického testu vhodnejsi pre

algoritmus pMedBBDual. V pripade ak sa varianty rovnaju je uvedeny vztah rovnosti.

Tab. 24 Porovnanie vhodnosti jednotlivych variantov funkcie na zaklade dvojvyberového t-testu

Variant F1 F2 F3 F4 F5 F6
F1 - F1 F1 F1 F1 F1
F2 F1 - F2=F3 F2=F4 F2=F5 F2=F6
F3 F1 F3=F2 - F3=F4 F3=F5 F6
F4 F1 FA=F2 F4=F3 - FA=F5 FA=F6
F5 F1 F5=F2 F5=F3 F5=F4 - F6
F6 F1 F6=F2 F6 F6=F4 F6 -

1 stipec Variant udava jednotlivé varianty
2 Symbol — udéva, Ze nie je mozné testovat’ rovnaké varianty medzi sebou
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Statisticky test potvrdil predoslé zavery, Ze funkcia F1 pre ziskanie minimalnej mnoZiny
umiestneni zalozena na Erlenkotterovom usporiadani zékaznikov, ktord som popisal
v kapitole 4.3.4, je najvhodnejsia. Nepodarilo sa najst’ vhodnejsi variant funkcie, ktory by
poskytol lepsie vysledky, no na druhej strane som potvrdil vhodnost’ navrhnutého algoritmu

z kapitoly 4.3.4.
4.4.5 Porovnanie algoritmov so zov§eobecnenym Erlenkotterovym pristupom

Porovnanie algoritmov zalozenych na zovSeobecneni Erlenkotterovho pristupu som
realizoval na Slovenskych krajoch a na celej cestnej sieti Slovenska s vybranymi hodnotami
maximalneho poétu umiestnenych stredisk p na zaklade predpisu (4.4.25), kde hodnota p1
predstavuje prva hodnotu p, g udava rozmedzie medzi jednotlivymi hodnotami p, k udava
krok, v ktorom pocitam dané p apocet udava pocet vykonanych experimentov na
testovanom benchmarku.

p=p1+qk—-1) k=1,..pocet (4.4.25)

Hodnoty parametrov pi1, q a pocet, ktoré st uvedené v Tab. 25, boli zvolené tak, aby
som obsiahol rozsah celého testovaného benchmarku a pocet experimentov na danom
benchmarku bol prispdsobeny velkosti rieSenej ulohy pre mozné vyvodenie zaveru. V Tab.

25 st podrobne popisané testované kraje spolu s ich oznacenim, velkost'ou a nastavenymi

parametrami.
Tab. 25 Popis vykonanych experimentov na slovenskej cestnej sieti
Testované p
Testovany kraj Benchmark 1] |} p1 q pocet

Bratislavsky BAB7x87 87 87 5 5 15
Banskobystricky BB515x515 515 515 15 20 25
Kogicky KE460x460 460 460 15 20 23
Presovsky PO664x664 664 664 15 20 33
Nitriansky NR350x350 350 350 15 15 23
Trenciansky TN276x276 276 276 15 15 18
Trnavsky TT249x249 246 246 15 15 16
Zilinsky ZA315x315 315 315 15 15 20
Slovensko CSR2916x2916 2916 2916 50 50 58

Lstipec Testovany kraj udéva kraj Slovenska, ktorého cestna siet’ bola pouzita

2stipec Benchmark udéva oznacenie dat pre testovant tilohu

3 stipec [1] udava mohutnost’ mnoziny kandidatov na umiestnenie strediska

“stipec [J] udava mohutnost’ mnoziny zikaznikov

Sstipec p; udava prvé testované p

8 stipec g udava rozmedzie medzi jednotlivymi testovanymi hodnotami p

"stipec pocet udava pocet testovanych hodnét p pre najlepsi vypoctovy Gas v testovanom benchmarku pre dant tilohu
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Zakladny algoritmus pMedBBDual je reprezentovany algoritmom, ktory je popisany
v kapitole 4.3, pozostavajici hlavne z CDA procediry na ziskanie dolnej hranice (vid’
kapitola 4.3.3), spdsobom spracovania vrcholu z ulozenych hodnét dualnych premennych
Vv zasobniku, algoritmu pre ziskanie minimalnej mnoziny umiestnenych stredisk (vid’ 4.3.4)
a algoritmu pre ziskanie kandidata na vetvenie (vid’ kapitola 4.3.6).

VylepSeny algoritmus pMedBBDual je reprezentovany algoritmom, ktory je popisany
v kapitole 4.4, pozostavajtci hlavne z ICDA procedary na ziskanie dolnej hranice (vid’
kapitola 4.4.1), sposobu spracovania vrcholu stromu vetvenia s poCiatocnym nastavenim
dudlnych premennych (vid’ kapitola 4.4.2), algoritmu pre ziskanie minimalnej mnoziny
umiestnenych stredisk F1 (vid’ 4.4.4) a algoritmu pre ziskanie kandidata na vetvenie V5 (vid’
kapitola 4.4.3).

Experimenty realizované na benchmarkoch slovenskej cestnej siete pre jednotlivé kraje
a celé Slovensko su uvedené v prilohe 8. Vyhodnotenie experimentov je uvedené v Tab. 26
v podobe POR poctu ziskanych optimalnych rieSeni k celkovému poctu vykonanych
experimentov pre testovany benchmark v percentach (4.4.26), percentualnom vyjadreni
relativnej odchylky Gap medzi ziskanou hodnotou rieSenia HH a hodnotou optimalneho
rieSenia ES v priemere (4.4.27), priemerného vypoctového Casu pt z Casov t jednotlivych
experimentov (4.4.28) a poétu pred¢asnych ukonéeni algoritmu po uplynuti jednej hodiny
vypoc¢tového Casu ppU. Parameter pocet udava pocet vykonanych experimentov a Ppocet
udava posledné testované p v benchmarku ziskané vztahom (4.4.25). Parameter NOR udava

pocet optimalnych rieSeni pre testovany benchmark.

NoR
PoR = * 100 (4.4.26)
pocet
Ppocet
HH, — ES,
Gap = Z ———— 100 | /pocet (4.4.27)
ES,
P=P1
Ppocet
pt = Z tp |/pocet (4.4.28)
P=P1
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Tab. 26 Porovnanie algoritmov zaloZenych na zov§eobecnenom Erlenkotterovom pristupe

pMedBBDual ZAKLADNY VYLEPSENY
uloha | Testovany kraj | PoR [%] | Gap [%] pt[s] | ppU | PoR [%] | Gap [%] pt[s] | ppU
Bratislavsky 80 0,69 | 115333 5 100 0,00 0,15 0
Banskobystricky 80 0,34| 209754 6 84 0,01]| 89830 5
Kogicky 87 0,06 | 156526 5 87 0,05| 180465 11
E | Predovsky 73 2,64 | 330186 28 85 0,03 | 124165 10
?‘é Nitriansky 74 1,15| 1270,80 6 96 0,00| 577,17 3
& | Trendiansky 78 051 104056 5 100 0,00 4,84 0
Trnavsky 94 045| 597,15 2 100 0,00| 36159 1
Zilinsky 50 4,68 | 2083,02 1 100 0,00| 12543 0
Slovensko - - 3600,00 58 - - 3487,59 56
Bratislavsky 94 049| 868,05 4 100 0,00 0,39 0
Banskobystricky 60 390 | 250525 12 100 0,00| 207,92 0
_~§ Kogicky 39 748 | 298927 17 100 0,00| 147,70 0
2 [Presovsky 27 6,14 | 3380,25 29 97 0,00| 76286 3
; Nitriansky 43 8,83 | 227940 14 100 0,00| 13437 0
5 | Trentiansky 56 4,87 | 222630 1 100 0,00 9,15 0
‘S | Trnavsky 75 0,83| 939,89 4 100 0,00 6,98 0
Zilinsky 50 914 | 222146 12 100 0,00 13,43 0
Slovensko 2 20,23 | 3600,00 58 0 17,90 | 3600,00 58

Lstipec stloha udava typ riesenej tilohy

2stipec Testovany kraj udéva kraj Slovenska, ktorého cestna siet’ bola pouzita

3stipec POR[%] udava pocet ziskanych optimalnych rieseni k celkovému po&tu vykonanych experimentov v percentach
*stipec Gap[%] udava percentudlne vyjadrenie relativnej odchylky medzi hodnotou HH a hodnotou ES v priemere
Sstipec pt[s] udava priemerny &as vypoctu v sekundach

8stipec ppU udava poget pred¢asnych ukon&eni algoritmu

"stipce Zdkladny pMedBBDual udavaju ziskanie riesenia zékladnym algoritmom pMedBBDual

8stipce Vylepseny pMedBBDual udavaju ziskanie rieSenia vylep$enym algoritmom pMedBBDual

9 zelené farba — najlepsia hodnota parametra POR

10 oranzova farba — ziskanie najlepsieho vypocétového casu

1 Symbol — nepozname hodnotu Statistiky nakol’ko nepozname optimélne rieSenia pre danti tlohu

Statistiky uvedené v Tab. 26 ukazuji, Ze vylepSeny algoritmus je v porovnani so
zakladnym algoritmom lepsi a to vo vSetkych meranych Statistikdch. Vynimkou je KoSicky
kraj pri ulohe p-medianu, kde zakladny algoritmus bol v priemernom case pt lepsi, ¢o sa
odzrkadlilo mensim poctom predCasnych zastaveni algoritmu ppU, avsSak v ziskani
optimalnych rieSeni POR sa to neprejavilo, dokonca Gap bol lepsi v pripade vylepseného
algoritmu, ¢o znamen4 ziskanie kvalitnejSich rieSeni vylepSenym algoritmom. V ostatnych
pripadoch pri tlohe p-medidnu vylepSeny algoritmus je lepsi vo vSetkych meranych
Statistikach, aj ked’ sa stalo, Ze algoritmus musel byt predcasne ukonceny. Pri tlohe
vazeného p-medianu je vylepSeny algoritmus jednoznacne lepsi, ¢i uz z ¢asového hl'adiska

alebo kvality ziskaného riesenia.
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4.5 Porovnanie iterativneho a zovseobecneného pristupu

Porovnanie iterativneho a zovseobecneného algoritmu som realizoval na Beasleyho
ulohach [6], slovenskych krajoch ako aj celej cestnej sieti Slovenska s vybranymi hodnotami
maximalneho po¢tu umiestnenych stredisk p na zaklade predpisu (4.5.01), kde hodnota p:
predstavuje prva hodnotu p, g udava rozmedzie medzi jednotlivymi hodnotami p, k udava
krok, v ktorom pocitam dané p apocet udava pocet vykonanych experimentov na
testovanom benchmarku.

p=p+ qlk—1) k =1,..pocet (4.5.01)

Hodnoty parametrov pi1, q a pocet, ktoré si uvedené v Tab. 27, boli zvolené tak, aby
som obsiahol rozsah celého testovaného benchmarku a pocet experimentov na danom
benchmarku bol prispésobeny velkosti rieSenej llohy pre mozné vyvodenie zaveru. V Tab.

27 su podrobne popisané testované kraje spolu s ich oznacenim, velkost’ou a nastavenymi

parametrami.

Tab. 27 Popis vykonanych experimentov

Testované p
Testovany kraj Benchmarky 1] [J] P1 q pocet
Bratislavsky BAB7x87 87 87 5 5 15
Banskobystricky BB515x515 515 515 15 20 25
Kogicky KE460x460 460 460 15 20 23
Presovsky PO664x664 664 664 15 20 33
Nitriansky NR350x350 350 350 15 15 23
Trenciansky TN276x276 276 276 15 15 18
Trnavsky TT249x249 246 246 15 15 16
Zilinsky ZA315x315 315 315 15 15 20
Slovensko CSR2916x2916 2916 2916 50 50 58
Beasley ABC 100 1000 100 0 3
Slovensko (1000) 1000_101 - 1000_107 1000 2916 1000 0 7

Lstipec Testovany kraj udéva kraj Slovenska, ktorého cestna siet’ bola pouZita

2stipec Benchmarky udava oznacenie dét pre testovant ilohu

3 stipec [1] udava mohutnost’ mnoziny kandidatov na umiestnenie strediska

4stlpec [J] uddva mohutnost mnoZiny zédkaznikov

5stlpec p; udava prvé testované p

® stlpec q udéva rozmedzie medzi jednotlivymi testovanymi hodnotami p

"stlpec pocet uddva podet testovanych hodndt p pre najlepsi vypoctovy &as v testovanom benchmarku pre danti tilohu

VylepSeny algoritmus pMBBDual s vylepSovacou heuristikou V1 je reprezentovany
algoritmom, ktory je popisany v kapitole 4.2.2, kde metédou hrubého odhadu Lagrangeovho

multiplikatora s fixnou hodnotou exponenta o = 1,1 a parametrom delenia r = 8 hl'adam
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najlepSie nastavenie Lagrangeovho multiplikatora. VylepSenie ziskaného rieSenia bolo
dosiahnuté vkladacou heuristikou so stratégiou najlepsi vhodny (vid’ kapitola 4.1.1).

Vylepseny algoritmus pMedBBDual je reprezentovany algoritmom, ktory je popisany
v kapitole 4.4, pozostavajici hlavne z ICDA procedary na ziskanie dolnej hranice (vid’
kapitola 4.4.1), sposobu spracovania vrcholu stromu vetvenia s po¢iato¢nym nastavenim
dudlnych premennych (vid’ kapitola 4.4.2), algoritmu pre ziskanie minimalnej mnoziny
umiestnenych stredisk F1 (vid’ 4.4.4) a algoritmu pre ziskanie kandidata na vetvenie V5 (vid’
kapitola 4.4.3).

Experimenty realizované na benchmarkoch slovenskej cestnej siete pre jednotlivé kraje
a celé Slovensko [48] a Beasleyho benchmarkoch [6], [43] su uvedené v prilohe 9. Subory,
ktoré prisluchaju testovanym tloham st uvedené v prilohe 1.

Vyhodnotenie experimentov je uvedené v Tab. 28 v podobe PoR poctu ziskanych
optimalnych rieseni k celkovému pocétu vykonanych experimentov pre testovany benchmark
v percentach (4.5.02), percentualnom vyjadreni relativnej odchylky Gap medzi ziskanou
hodnotou rieSenia HH ahodnotou optimalneho rieSenia ES v priemere (4.5.03),
priemerného vypoctového Casu pt z ¢asov t jednotlivych experimentov (4.5.04) a poctu
predcasnych ukonceni algoritmu po uplynuti jednej hodiny vypoctového casu ppU.
Parameter pocet udava pocet vykonanych experimentov a Ppocet udava posledné testované p
v benchmarku ziskané vztahom (4.5.01). Parameter NoR udava pocet optimalnych rieSeni

pre testovany benchmark.

NoR
PoR = * 100 (4.5.02)
pocet
Ppocet
HH, — ES,
Gap = Z ———— 100 | /pocet (4.5.03)
ES,
P=P1
Ppocet
pt = Z tp, | /pocet (4.5.04)
P=DP1
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Tab. 28 Porovnanie vylepsenych algoritmov zalozenych na Erlenkotterovom pristupe

Vylepseny pMBBDual+V1 Vylepseny pMedBBDual
uloha | Testovany kraj | PoR [%] | Gap[%] | pt[s] | ppU | PoR [%] | Gap [%] pt[s] | ppU
Bratislavsky 93 0,03 0,05 0 100 0,00 0,15 0
Banskobystricky 72 0,04| 1149 0 84 0,01 898,30 5
Kogicky 78 009 | 4297 0 87 0,05| 1804,65 11
E | Presovsky 76 0,07 | 38315 0 85 0,03| 124165 10
?é Nitriansky 83 0,04 6,60 0 96 0,00 577,17 3
& | Trendiansky 83 0,04 0,22 0 100 0,00 4,84 0
Trnavsky 81 0,07 2,03 0 100 0,00 361,59 1
Zilinsky 75 0,10 0,49 0 100 0,00 125,43 0
Slovensko - - 3600,00 58 - - 3487,59 56
Bratislavsky 100 0,00 0,02 0 100 0,00 0,39 0
Banskobystricky 100 0,00 0,23 0 100 0,00 207,92 0
_~§ Kogicky 100 0,00 0,21 0 100 0,00 147,70 0
2 | Presovsky 97 0,00 1,17 0 97 0,00 762,86 3
; Nitriansky 100 0,00 0,16 0 100 0,00 134,37 0
5 | Trentiansky 100 0,00 0,08 0 100 0,00 9,15 0
' | Trnavsky 100 0,00 0,09 0 100 0,00 6,98 0
Zilinsky 95 0,00 0,07 0 100 0,00 13,43 0
Slovensko 93 0,00| 189,98 0 0 17,90 |  3600,00 58
UFLP | Beasley 100 0,00 0,74 0 100 0,00 4,51 0
Slovensko1000 100 0,00 10,45 0 86 0,00 | 1450,46 2

Lstipec wloha udava typ riesenej ulohy

2stipec Testovany kraj udéva kraj Slovenska, ktorého cestna siet’ bola pouZita

3stipec POR[%] udava pocet ziskanych optimalnych rieSeni k celkovému po&tu vykonanych experimentov v percentach
“stipec Gap[%] udava percentualne vyjadrenie relativnej odchylky medzi hodnotou HH a hodnotou ES v priemere
Sstipec pt[s] udava priemerny &as vypoétu v sekundach

®stlpec ppU udava pocet predéasnych ukonceni algoritmu

"stlpce Vylepseny pMBBDual+V1 udavaju ziskanie rieSenia vylepsenym algoritmom pMBBDual s vylepSovacou heuristikou
8stlpce Vylepseny pMedBBDual udavaju ziskanie rieSenia vylepsenym algoritmom pMedBBDual

9 zelené farba — najlepsia hodnota parametra POR

0 oranzova farba — ziskanie najlepsieho vypoc&tového casu

11 Symbol — nepozname hodnotu $tatistiky nakol’ko nepozndme optimalne rie$enia pre danti tilohu

Statistiky z vykonanych experimentov uvedené v Tab. 28 ukazuju, Ze algoritmus
pMBBDual s vylepSovacou heuristikou je v porovnani s algoritmom pMedBBDual
mnohonésobne lepsi v priemernom vypoctovom cCase pt. AvSak algoritmus pMedBBDual
poskytuje ziskanie optimélneho rieSenia percentudlne vo viacSom pocte testovanych
pripadov PoR. Co sa odzrkadl'uje aj v ziskanej lep3ej hodnote parametra Gap. Vynimkou s
rieSené kapacitne neobmedzené umiestiiovacie ulohy (UFLP), kedy optimalne rieSenie bolo
percentudlne ziskané vo vicSom pocte testovanych pripadov POR iterativnym algoritmom
pMBBDual. Napriek tomu, Ze semi-exaktny algoritmus pMBBDual je iterativny algoritmus
dokazal som nim spocitat’ tlohu vazeného p-medianu na celej Slovenskej sieti do jedne;j
hodiny s 93% ziskanych optimalnych rieSeni, ¢o sa v pripade algoritmu pMedBBDual
nepodarilo. Nevyhoda iterativnosti algoritmu pMBBDual sa prejavila pri rieSeni tlohy p-
medianu na celej Slovenskej cestnej sieti, kde ziskanie optimalneho rieSenia v 2. iteracii pri

nastavenom Lagrangeovom multiplikdtori Lg = 2048 bolo velmi casovo naro¢né.
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Algoritmus pMedBBDual poskytol riesenie na tlohe p-medianu na celom Slovensku za
jednu hodinu vypoctového Casu, avsak ¢i ziskané riesenie je optimalne neviem posudit’ Vo
vacsine pripadov, nakol'ko bol algoritmus pred¢asne ukonéeny. Treba vSak zdoraznit, ze
algoritmus pMedBBDual bez ¢asového obmedzenia vypoétu vzdy poskytne optimalne

rieSenie.
4.6 Kompozi¢ny pristup k rieSeniu ulohy navrhu VOS

Iterativny semi-exaktny algoritmus pMBBDual s vylepSovacou heuristikou dokaze
ziskat’ dobré pripustné rieSenie za kratky vypoctovy cas. Pod dobrym pripustnym rieSenim
rozumiem rieSenie blizko optimalneho rieSenia. ZovSeobecneny exaktny algoritmus
pMedBBDual dokaze ziskat’ optimalne rieSenie, ale za mnohonasobne vyssi vypoctovy ¢as.
Ziskanie optimalneho rieSenia rieSenej ulohy za adekvatny vypocétovy cas (jedna hodina
vypoctu) vidim vV kombindcii vyssie uvedenych pristupov tzv. kompozi¢ny pristup. Ziskanie
optimalneho riesenia ulohy predstavuje rovnost’ dolnej hranice rieSenia DH a hornej hranice
rieSenia HH.

Kompoziény pristup predstavuje vylepSenie rieSenia ziskaného iterativnym algoritmom
pMBBDual s vylepSovacou heuristikou aplikovanim zovSeobecneného algoritmu
pMedBBDual vychadzajuceho z hodnoty nepripustného rieSenia s najmenSou mierou
nepripustnosti ziskaného algoritmom pMBBDual v jednej z jeho iteracii. RieSenie ziskané
algoritmom pMBBDual povazujem za nepripustné rieSenie s najmensou mierou
nepripustnosti, ak pocet umiestnenych stredisk je va¢si ako p a je najbliZSie k tejto hodnote
p, pricom hodnota i¢elovej funkcie tohto rieSenia je najmensia, aka mohla byt’ algoritmom
pMBBDual ziskana. V Tab. 29 som porovnal navrhnuté algoritmy s kompozi¢nym
pristupom na zadklade GOR poctu ziskanych optimdlnych rieSeni k celkovému poctu
vykonanych experimentov pre testovany benchmark v percentach (4.6.01), percentualnom
vyjadreni relativnej odchylky Gap medzi ziskanou hodnotou rieSenia HH a dolnou hranicou
rieSenia DH v priemere (4.6.02) a priemerného vypoctového ¢asu pt z ¢asov t jednotlivych
experimentov (4.6.03). Parameter pocet udava pocet vykonanych experimentov a Ppocet
udava posledné testované p v benchmarku ziskané vztahom (4.5.01). Parameter NOR udava
pocet optimalnych rieSeni (dolné hranica rieSenia je rovnd hornej hranice rieSenia) pre

testovany benchmark.
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NoR

GoR = ——%* 100
pocet
Ppocet
HH, — DH,,
Gap = z ————  x 100 | /pocet
DH,
pP=P1
Ppocet
pt = Z t, | /pocet

P=p1

(4.6.01)

(4.6.02)

(4.6.03)

Podrobné experimenty s kompozi¢nym pristupom, na zaklade ktorych som jednotlivé

kraje Slovenska vyhodnocoval su uvedené v prilohe 10.

Tab. 29 Porovnanie vylepSenych algoritmov s kompozi¢nym pristupom v kvalite rieSenia a Case

Vylepseny pMBBDual+V1 | VylepSeny pMedBBDual | Kompozi¢ny algoritmus
uloha | Testovany kraj | GOR[%] | Gap[%] | pt [S] | GoR[%] | Gap[%] | pt[s] | GoR[%] | Gap[%] | pt[s]
Bratislavsky 73 0,26 0,05 100 0,00 0,15 100 000| 0,16
Banskobystricky 68 049 | 11,49 80 0,12 | 898,330 84 0,01 | 567,18
Kogicky 70 037 | 4297 52 0,18 | 1804,65 83 0,07 | 803,13
E | Predovsky 70 058 | 383,15 70 0,15 | 124165 94 0,00 | 659,77
?é Nitriansky 74 0,66 6,60 87 007 | 57717 100 0,00 | 10,65
& | Trendiansky 72 0,26 0,22 100 0,00 4,84 100 000 1,10
Trnavsky 69 0,47 2,03 94 0,06 | 361,59 100 0,00 | 2354
Zilinsky 60 0,95 0,49 100 0,00| 12543 100 0,00| 410
Slovensko - - 3600,00 3 10,46 | 3487,59 - - -
Bratislavsky 100 0,00 0,02 100 0,00 0,39 100 0,00| 0,02
Banskobystricky 100 0,00 0,23 100 0,00| 207,92 100 000| 023
_~§ Kogicky 100 0,00 0,21 100 0,00 | 147,70 100 000 021
2 Presovsky 97 0,00 1,17 97 0,00| 762,86 100 0,00| 373
; Nitriansky 100 0,00 0,16 100 0,00| 13437 100 0,00| 0,16
§ | Trentiansky 100 0,00 0,08 100 0,00 9,15 100 0,00| 0,08
'S | Trnavsky 100 0,00 0,09 100 0,00 6,98 100 0,00| 0,09
Zilinsky 95 0,00 0,07 100 000| 1343 100 0,00| 023
Slovensko 93 0,00 | 189,98 0 17,95 | 3600,00 93 0,00 | 423,61
Beasley 100 0,00 0,74 100 0,00 4,51 100 0,00| 0,74
UFLP ['sjovensko1000 100 000| 1045 71 0,00 | 1450,46 100 000 1045

Lstipec tiloha udava typ riesenej ulohy

2 stipec Testovany kraj udava kraj Slovenska, ktorého cestna siet’ bola pouzita
8 stlpec GOR[%] udava pocet ziskanych optimalnych rieSeni k celkovému poétu vykonanych experimentov v percentach (DH=HH)
4stipec Gap[%] udava percentudlne vyjadrenie relativnej odchylky medzi hodnotou HH a hodnotou DH v priemere

5 stipec pt[s] udava priemerny ¢as vypoétu v sekundach

6 stlpce VylepSeny pMBBDual+V1 udavaju ziskanie rieSenia vylep§enym algoritmom pMBBDual s vylepsovacou heuristikou
7 stlpce VylepSeny pMedBBDual udavaju ziskanie rieSenia vylepSenym algoritmom pMedBBDual
8stipce Kompozicny algoritmus udavaju ziskanie riesenia kompoziénym pristupom popisany vyssie.

9 zelené farba — najlepsie hodnoty parametra GoR

10 oranzova farba — ziskanie najlepsieho vypoctového ¢asu medzi kompoziénym pristupom a algoritmom pMedBBDual
11 Symbol — nepozname hodnotu $tatistiky, nakol’ko sme nedokézali dospiet’ k adekvéatnemu rieSeniu
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Na zéklade vykonanych Sstatistik (vid® Tab. 29) mézem vyvodit' zaver, ze vyuzitim
kompozi¢ného pristupu pre rieSenie ulohy navrhu verejného obsluzného systému dokézem
ziskat’ optimalne rieSenie ulohy V priemere za krat$i vypoctovy Cas ako by sme to riesili
zovseobecnenym algoritmom pMedBBDual. Kompozi¢nym pristupom sa podarilo ziskat’
optimalne rieSenie vo viac¢Som pocte rieSenych pripadov ako s navrhnutymi algoritmami
pMBBDual s vylepsovacou heuristikou alebo algoritmom pMedBBDual pri obmedzeni
vypoctového Casu na jednu hodinu. RieSenie testovanych uloh vazeného p-medianu na
celom Slovensku sa nam nepodarilo vylepsit' algoritmom pMedBBDual v kompozi¢nom
pristupe ani po jednej hodine vypoctu. Kompoziény pristup nie je mozné vyuzit’ pri ulohe p-
medidnu na celom Slovensku, ked’ze tento pristup sa zakladé na ziskani dobrého pripustného
rieSenia algoritmom pMBBDual s vylepSovacou heuristikou za kratky vypoctovy ¢as, ¢o

som Vv tomto pripade neziskal.

4.7 Zhrnutie

V predchadzajicich podkapitolach som prezentoval vysledky svojho vyskumu v oblasti
navrhovania verejnych obsluznych systémov s eXaktnym optimalizacnym jadrom zaloZenych na
Erlenkotterovom principe. Navrhol som semi-exaktny iterativny algoritmus na riesenie ulohy
navrhu verejného obsluzného systému zalozeny na Lagrangeovej relaxacii s najvhodnej$im
nastavenim Lagrangeovho multiplikatora metdédou bisekcie alebo hrubym odhadom, ktorého
rieSenie som vylepsil vkladacou heuristikou so stratégiou najlepsi vhodny. Algoritmus
s vylepSovacou heuristikou poskytuje dobré pripustné rieSenie, no ziskanie optiméalneho rieSenia
nie je zaruené. Rozpracoval som teériu duality Glohy navrhu verejného obsluzného systému
v snahe riesit’ ulohu navrhu VOS priamo v metdéde vetiev a hranic. Navrhol som exaktny
algoritmus zaloZeny na zovSeobecnenom Erlenkotterovom pristupe K ziskaniu dolnej a hornej
hranici rieSenia, vyberu kandidata na vetvenie. Exaktny algoritmus som vylepsil vyberom
vhodnej procedury pre ziskanie dolnej hranice, vhodnej funkcie pre ziskanie kandidata na
vetvenie avhodnej funkcie pre ziskanie hornej hranice a pripustného rieSenia. Navrhnuty
exaktny algoritmus poskytuje ziskanie optiméalneho rieSenia, no za cenu dlhSieho vypoctového
Casu, niekedy vSak az extrémne dlhého vzhl'adom k velkosti rieSenej ulohy. V snahe najst’
kompromis medzi vypoctovym casom a ziskanim optimalneho rieSenia som navrhol
kompozi¢ny pristup k rieSeniu tlohy navrhu verejného systému pozostavajlci z rieSenia tlohy
navrthu VOS iterativnhym algoritmom s hrubym odhadom Lagrangeovho multiplikatora s

vylepSovacou heuristikou, ktory pri ziskani pripustného riesenia, ale nie optiméalneho, vyuzije
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ziskanie optimalne rieSenie exaktnym algoritmom so zovSeobecnenim Erlenkotterovym
pristupom. Vysledky numerickych experimentov potvrdzuju, ze kompozi¢ny algoritmus dokaze
ziskat’ optimalne rieSenie ulohy navrhu VOS vo vicsine pripadov za pomerne kratky vypoctovy
Cas vzhl'adom k rozsahu testovanej ulohy, ¢o povazujem za prinos tejto prace. Treba vSak
zdoraznit, Ze tento kompozitny algoritmus ma svoje limity, ked’ sa ndm nepodarilo spocitat’
ulohu p-medianu na celom Slovensku. Optimalne rieSenie som ziskal semi-exaktnym
iterativnym algoritmom v 86% testovanych uloh, zovSeobecnenym algoritmom v 77%
testovanych tloh a kompoziénym algoritmom v 97% testovanych tuloh pri obmedzeni
vypoctového ¢asu na jednu hodinu a ziskaniu aspon nejakého adekvatneho rieSenia (tzn. bez
uloh p-medianu na Slovensku). Treba v§ak zdoraznit’, Ze som bral do iivahy optimalne rieSenia

len s nulovym rozdielom (gap) medzi dolnou a hornou hranicou rieSenia.
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5 Zaver

V praci som sa zaoberal aplikovanym vyskumom v oblasti navrhovania verejnych
obsluznych systémov S exaktnym optimalizanym jadrom s vyuzitim prostriedkov
aplikovanej informatiky za Gi¢elom ziskania efektivneho softvérového nastroja na podporu
rozhodovania o Struktare verejného obsluzného systému.

V Gvodnej Casti prace som sa zaoberal su¢asnym stavom rieSenej problematiky v oblasti
stivisiacej s ciel'om prace. V tejto Casti som prezentoval Glohu navrhu verejného obsluzného
systému a jeho Specifikd, kde som popisal niekol’ko typovych uloh spadajucich do uvedene;j
oblasti. Analyzoval som najpouzivanejsie exaktné a semi-exaktné algoritmy z domacich aj
zahrani¢nych literarnych pramenov, ktoré boli zamerané na rieSenie danej problematiky.
Specialne som sa venoval Erlenkotterovmu pristupu k rieSeniu kapacitne neobmedzenej
umiestiiovacej ulohy, ktory je zalozeny na metode vetiev a hranic a na vztahoch z teérie
duality k ziskaniu rychlej a dobrej dolnej a hornej hranice riesenia.

Vo vlastnej vyskumnej praci som sa zaoberal otazkou do akej miery je mozné a vyhodné
vyuzitie Erlenkotterovho pristupu k navrhu verejného obsluzného systému spocivajiceho v
rieSeni umiestiiovacej Ulohy s obmedzenym poctom vybudovanych stredisk v ramci
vyskumu met6d navrhovania verejnych obsluznych systémov s exaktnym optimalizaénym
jadrom pri vyuziti prostriedkov aplikovanej informatiky.

Navrhol som iterativny pristup s vyuZitim Lagrangeovej relaxécie, ktory umoznil
transformovat’ ilohu navrhu verejného obsluzného systému na kapacitne neobmedzent
umiestiiovaciu tlohu. Pre implementaciu iterativneho pristupu som zostrojil semi-exaktny
iterativny algoritmus zaloZzeny na Erlenkotterovom pristupe a Lagrangeovej relaxacii p-
medianovej podmienky. Erlenkotterovym pristupom som opakovane riesil kapacitne
neobmedzenu umiestiiovaciu tlohu s meniacou sa hodnotou Lagrangeovho multiplikatora.
Nastavenie Lagrangeovho multiplikatora, ktoré bolo povodne ziskavané metddou bisekcie
som urychlil metédou odhadu Lagrangeovho multiplikatora. Semi-exaktny iterativny
algoritmus, ktory poskytuje dolni a hornt hranicu rieSenia, som rozsiril o vylepSovaciu
heuristiku pre ziskanie lepSieho riesenia, pokial’ algoritmus predtym nedosiahol optimalne
rieSenie. Dosiahnutie optimalneho rieSenia bolo rozpoznatel'né na zaklade rovnosti dolnej

a hornej hranice rieSenia.
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Navrhol som zovseobecneny Erlenkotterov pristup na rieSenie ulohy navrhu verejného
obsluzného systému zalozeny na metdde vetiev a hranic a poznatkoch z Erlenkotterovho
pristupu. Na zadklade podrobného rozpracovania teorie duality pre rieSeny problém som
skonstruoval exaktny algoritmus pre rieSenie umiestinovacej tlohy s obmedzenym poctom
vybudovanych stredisk. V ramci konstrukcie exaktného algoritmu som navrhol procedaru
pre ziskanie dolnej hranice, hornej hranice, proceduru pre ziskanie kandidata na vetvenie
Vv metdde vetiev a hranic a procediru uskuto¢iiujicu samotni metodu vetiev a hranic.

Modifikoval som dudlny pristup na ziskanie dolnej hranice rieSenia realizovany dudlnym
vzostupnym algoritmom (DA) pre kapacitne neobmedzenu umiestiiovaciu tlohu. Navrhol
som alternativne metddy pre ziskanie dolnej hranice rieSenia ulohy navrhu verejného
obsluzného systému, ktoré som porovnal a vybral najvhodnejsiu metodu.

Modifikoval som dualny pristup k ziskaniu hornej hranice rieSenia umiestiiovacej ulohy
s obmedzenym poctom vybudovanych stredisk. Navrhol som viaceré metody pre ziskanie
hornej hranice spracovaného vrcholu v metdde vetiev a hranic zalozené na dodrziavani
komplementarnych podmienok pri konStrukcii primarneho rieSenia Sréznym poradim
spracovania zakaznikov, porovnal ich a vybral najvhodnej$iu metodu.

Modifikoval som vyber kandidata na vetvenie v metode vetiev a hranic a navrhol som
viaceré metddy zalozené na roznom poradi vyhodnotenia komplementarnych podmienok,
porovnal som ich a vybral som najvhodnejs$iu metodu.

Vysledkom vyskumnej prace bol navrh zikladnych algoritmov s Erlenkotterovym
pristupom k rieSeniu danej problematiky a ich vylepSenych verzii ziskanych vyskumom
jednotlivych procedur algoritmu pre rieSenie tlohy p-medidnu, vazeného p-medianu
alebo kapacitne neobmedzenej umiestiiovacej ulohy ako ulohy navrhu verejného obsluzného
systému. Urychlil som postup najvhodnejSieho nastavenia Lagrangeovho multiplikatora
metddou hrubého odhadu, ktora priniesla v porovnani s pévodnou metodou bisekcie v semi-
exaktnom iterativnom algoritme mensi pocet iteracii a tym aj celkovo mensi vypoctovy ¢as
algoritmu. Semi-exaktny iterativny algoritmus poskytuje optimalne rieSenie, pripadne
suboptimalne riesenie, ktoré zlepsi pomocou vylepsovacej heuristiky.

V ramci vylepSenia zovseobecneného exaktného pristupu som navrhol a experimentalne
verifikoval taki kombinaciu procedur, ktora urychlila ziskanie optimalneho rieSenia oproti

povodnej verzii zovSeobecneného exaktného algoritmu.
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Porovnal som vylepsené verzie iterativneho a zov§eobecneného algoritmu s ohl'adom na
vypoétovy cas akvalitu ziskaného rieSenia. Iterativny algoritmus poskytuje kvalitné
pripustné rieSenie za pomerne kratku dobu vypoctu v zavislosti od velkosti rieSenej ulohy.
Naopak exaktny algoritmus poskytuje optimalne rieSenie ulohy, ale niekedy za cenu
extrémne dlhého vypoctového Casu. Preto som skumal, aké dobré rieSenie je schopny
algoritmus ziskat' v obmedzenej dobe vypoctu, ¢o v pripade, ze vetviaci proces bol
pred¢asne ukonceni po jednej hodine, viedlo Kk znizeniu kvality ziskaného rieSenia.

Dalej som navrhol kompoziény pristup, ktory kombinuje vyhody navrhnutych
algoritmov. V prvej faze kompozi¢ného algoritmu je ziskané rieSenie iterativnym semi-
exaktnym algoritmom s vylepSovacou heuristikou. V druhej faze je toto riesenie spracované
exaktnym algoritmom spolu so ziskanou dolnou a hornou hranicou rieSenia.

Prinosy mojej dizertanej prace mdzem rozdelit’ do dvoch oblasti. V praktickej oblasti
som navrhol kolekciu nastrojov pre tilohy navrhu verejného obsluzného systému. Jednotlivé
nastroje sa liSia na zaklade preferovaného kritéria, ¢i je to ¢asové kritérium alebo kritérium
exaktnosti. Vedie to k vyberu nastroja na zaklade uzivatelom preferovaného kritéria.
Prinosom prace v teoretickej oblasti st poznatky o exaktnosti a semi-exaktnosti metod
rieSenia. Exaktnost’ predstavuje poskytnutie optimalneho rieSenia, zatial’ co semi-exaktnost’
predstavuje poskytnutie pripustného riesenia aj s dolnou hranicou riesenia. Studoval som
pocet pripadov, kedy iterativny algoritmus ziska exaktné rieSenie, pri¢om beriem do tvahy
len optimalne rieSenia S nulovym rozdielom medzi dolnou a hornou hranicou riesenia. Ked’
nebolo ziskané exaktné riesenie, vyhodnocoval som maximalnu mozna odchylku ziskaného
rieSenia 0d exaktného rieSenia, ¢o je rozdiel medzi ziskanou hornou a dolnou hranicou
rieSenia. V zovSeobecnenom exaktnom algoritme som Studoval pocet pripadov, kedy
algoritmus pri ¢asovo obmedzenom behu ziska exaktné rieSenie. V pripade prekrocenia
urceného Casu algoritmu (jedna hodina) som vyhodnocoval odchylku ziskaného rieSenia od
dolnej hranice rieSenia.

Z tohto pohladu mozno uvedené softvérové nastroje na podporu rozhodovania
0 Struktire verejného obsluzného systému povazovat’ za prinos v oblasti aplikovane;
informatiky. Vysledky mojho vyskumu poukazali na prinosy a limity vyuzitia Erlenkotterovho
pristupu k navrhu verejného obsluzného systému spocivajuceho v rieSeni umiestiiovacej

ulohy s obmedzenym poc¢tom vybudovanych stredisk. Tymto som splnil zadané ciele prace
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Priloha 1: Popis uloh a vstupnych suborov

Popis tloh

Priklady, na ktorych som testoval navrhnuté algoritmy boli z realnej slovenskej cestnej

siete [48] alebo zo zdroja [6]. Rozsahy testovacich prikladov boli rézne v snahe ¢o najlepsie

otestovat’ navrhnuté algoritmy a ich jednotlivé Casti.

Popis suborov a ich Struktira

Benchmark

Rozsah

Poziadavky zédkaznikov

Fixné naklady

Matica vzdialenosti

- oznacenie testovacieho stboru

- rozsah rieSenej ulohy (uvddzané ako pocet kandidatov na
stredisko X pocet zakaznikov)

- subor s poziadavkami jednotlivych odberatelov (prvy udaj
Vv stuibore je pocet odberatel’'ov, ostatné udaje su konkrétne hodnoty
poziadaviek)

- subor s fixnymi ndkladmi jednotlivych kandidatov na strediska
(prvy udaj v suibore je pocet kandidatov, ostatné udaje st konkrétne

hodnoty fixnych ndkladov)

subor s maticou vzdialenosti jednotlivych odberatel'ov od
kandidéatov na stredisko (prvy tdaj v stibore je pocet kandidatov,
druhy tdaj pocet odberatel’'ov, ostatné udaje st konkrétne hodnoty

vzdialenosti medzi kandidatmi a odberatel'mi)

Subory pouzité pre ulohu p-medianu

Tab. 30 Subory pouzité pre Gilohu p-medianu

Subory resp. prednastavené hodnoty
Benchmark Matica vzdialenosti Fixné ndklady Poziadavky zdkaznikov
BB100x100 S_CBB_0100_S001_D.txt nulové jednotkové
BA87x87 S CBA 0087 0001 D.txt nulové jednotkové
BB515x515 S:CBB:0515:0001:D.txt nulové jednotkové
KE460x460 S CKE 0460 0001 D.txt nulové jednotkové
PO664x664 S_CPO_0664_0001_D.tXt nulové jednotkové
NR350x350 S_CNR_O350_0001_D.tXt nulové jednotkové
TN276x276 S_CTN_0276_0001_D.tXt nulové jednotkové
TT249x249 S_CTT_0249_0001_D.txt nulové jednotkové
ZA315x315 S_CZA 0315 0001 D.ixt nulové jednotkové
SR2916x2916 V_CSR_2916 0001 D.txt nulové jednotkové
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Subory pouzité pre tilohu vaZzeného p-medianu

Tab. 31 Subory pouzité pre ulohu vazeného p-medianu

Subory resp. prednastavené hodnoty
Benchmark Matica vzdialenosti Fixné naklady PoZiadavky zakaznika
SR1000x2916 V_CSR_1000_0100 D.txt nulové V_CSR_1000_0000_B.txt
BAB7x87 S_CBA _0087_0001_D.txt nulové S_CBA 0087 _0001_B.txt
BB515x515 S_CBB_0515 0001 D.txt nulové S_CBB_0515 0001 B.txt
KE460x460 S_CKE_0460_0001 D.txt nulové S_CKE_0460_0001_B.txt
PO664x664 S_CPO_0664_0001_D.txt nulové S_CPO_0664 0001 _B.txt
NR350x350 S_CNR_0350 0001 D.txt nulové S_CNR_0350 0001 B.txt
TN276x276 S_CTN_0276_0001_D.txt nulové S_CTN_0276_0001_B.txt
TT249x249 S CTT_0249 0001 D.txt nulové S CTT_0246_0001 B.txt
ZA315x315 S_CZA 0315_0001_D.txt nulové S_CZA 0315_0001_B.txt
SR2916x2916 V_CSR_2916_0001_D.txt nulové V_CSR_2916_0000_B.txt

Subory pouzité pre kapacitne neobmedzent umiestiiovaciu ulohu

Tab. 32 Stbory pouzité pre kapacitne neobmedzent umiestiiovaciu tlohu

Subory resp. prednastavené hodnoty
Benchmark Matica vzdialenosti Fixné naklady PoZiadavky zdkaznika
A Lokacna_C_UncapintA.txt Lokacna_F_UncapIntA.txt jednotkové
B Lokacna_C_UncaplIntB.txt Lokacna_F_UncaplIntB.txt jednotkové
(o} Lokacna_C_UncapIntC.txt Lokacna_F_UncapIntC.txt jednotkové
1000_0101 V_CSR_1000_0100_D.txt V_CSR_1000_0101_F.txt V_CSR_1000_0000_B.txt
1000_0102 V_CSR_1000_0100_D.txt V_CSR_1000_0102_F.txt V_CSR_1000_0000_B.txt
1000_0103 V CSR 1000 0100 D.txt V_CSR_1000_0103_F.txt V_CSR_1000_0000_B.txt
1000_0104 V CSR 1000 0100 D.itxt V_CSR_1000_0104_F.txt V_CSR_1000_0000_B.txt
1000_0105 V_CSR_1000_0100 D.txt V_CSR_1000_0105_F.ixt V_CSR_1000_0000_B.txt
1000_0106 V CSR 1000 0100 D.txt V_CSR_1000_0106_F.txt V_CSR_1000_0000_B.txt
1000_0107 V_CSR_1000 0100 D.txt V_CSR_1000_0107_F.txt V_CSR_1000_0000_B.txt
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Priloha 2: Porovnanie metdd nastavenia Lagrangeovho multiplikatora

Tab. 33 Porovnanie metdd nastavenia Lagrangeovho multiplikatora na benchmarku ZA315x315

Ulohy p-medidnu Ulohy véZeného p-medidnu
Bisekcia ; Hruby odhad - Bisekcia - Hruby odhad ;
fixné o adaptivne a fixné a adaptivne o

p pl t[s] pl t[s] | pl t[s] pl t[s] pl t[s] pl t[s]

15 10 421 5 1,49 7 2,09 6 0,29 12 0,65 5 0,33
30 12 2,01 8 1,66 8 0,70 10 0,19 14 0,20 18 0,38
45 14 3,06 7 0,39 8 0,58 7 0,09 6 0,18 7 0,10
60 14 1,87 6 1,49 9 0,90 8 0,09 5 0,03 7 0,08
75 14 1,56 6 0,43 9 0,79 14 0,17 9 0,10 8 0,13
90 14 1,40 7 0,27 8 0,44 14 0,23 8 0,08 10 0,15
105 14 1,38 5 0,89 8 1,95 14 0,11 7 0,07 8 0,08
120 14 1,47 5 0,27 8 1,85 11 0,11 6 0,04 8 0,05
135 14 2,36 8 0,34 9 0,61 10 0,07 5 0,04 8 0,05
150 14 1,45 7 0,31 9 0,76 12 0,08 7 0,04 8 0,04
165 14 1,45 8 0,34 9 1,00 14 0,12 6 0,05 7 0,04
180 14 1,43 6 0,25 9 0,36 14 0,14 6 0,06 8 0,09
195 14 1,40 5 0,22 9 0,32 14 0,14 6 0,07 8 0,07
210 14 1,45 7 0,47 9 0,33 11 0,09 5 0,03 8 0,05
225 14 1,36 4 0,14 8 0,28 14 0,11 6 0,05 9 0,05
240 14 1,59 7 0,35 8 0,27 13 0,09 6 0,02 10 0,05
255 14 1,33 5 0,14 7 0,47 14 0,11 6 0,04 12 0,05
270 14 1,43 4 0,15 7 0,28 14 0,15 5 0,03 9 0,04
285 14 1,48 7 0,34 6 0,19 14 0,10 5 0,02 10 0,05
300 14 1,36 6 0,30 5 0,89 14 0,11 5 0,02 6 0,03

! stipec p udava maximalny pocet vybudovanych stredisk

Zstipec pl udava podet iteracii v testovanom benchmarku pre riesent tilohu

3 stipec t[s] udava vypoctovy as v testovanom benchmarku pre riesenu tlohu

4 stlpec Bisekcia udava ziskanie Lagrangeovho multiplikatora bisekénym algoritmom
Sstlpec Hruby odhad s fixnym o, udva ziskanie Lagrangeovho multiplikatora hrubym odhadom s nemeniacim sa parametrom o,

® stlpec Hruby odhad s adaptivnym o udéva ziskanie Lagrangeovho multiplikdtora hrubym odhadom s meniacim sa parametrom o

7

zelena farba — najlep$i vypoctovy Cas v testovanom benchmarku pre dant ulohu

8 oranzova farba — najmensi pocet vykonanych iteracii v testovanom benchmarku pre dant tilohu
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Priloha 3: Porovnanie iterativnych algoritmov

Experimenty na porovnanie iterativnych algoritmov som vykonaval pre tlohu p-
medianu a ulohu vazeného p-medianu na jednotlivych slovenskych krajoch a celom
Slovensku. V Tab. 34 az Tab. 42 je porovnavany zakladny a vylepSeny algoritmus
pMBBDual s vylepsovacou heuristikou V1 vo vypoctom case, kvalite ziskaného riesenia
a pocte vykonanych iterécii.

Zakladny algoritmus pMBBDual s vylepSovacou heuristikou V1 je reprezentovany
algoritmom, ktory je popisany v kapitole 2.2.3, kde najlepSie nastavenia Lagrangeovho
multiplikdtora je ziskané bisekénym algoritmom. VylepSenie ziskaného rieSenia bolo
dosiahnuté vkladacou heuristikou so stratégiou najlepsi vhodny (vid’ kapitola 4.1.1).

Vylepseny algoritmus pMBBDual s vylepSovacou heuristikou V1 je reprezentovany
algoritmom, ktory je popisany v kapitole 4.2.2, kde metédou hrubého odhadu Lagrangeovho
multiplikatora s fixnou hodnotou exponenta o = 1,1 a parametrom delenia r = 8 hl'adam
najlepSie nastavenie Lagrangeovho multiplikatora. VylepsSenie ziskaného rieSenia bolo
dosiahnuté vkladacou heuristikou so stratégiou najlepsi vhodny (vid’ kapitola 4.1.1).

V Tab. 34 az Tab. 42 hodnota p udava testovany maximalny pocet vybudovanych
stredisk, DH udava dolnu hranicu rieSenia, HH udava hodnotu ziskaného rieSenia, t udava
ziskany vypoctovy cas, pl udava pocet vykonanych iteracii, farebne je vyznacené ziskanie
optimalneho riesenia (v stipcoch HH) a symbolom 3600* je vyznagené predéasné ukonéenie

algoritmu po jednej hodine vypoétu (v stipcoch t).

Tab. 34 Porovnanie iterativnych algoritmov na Bratislavskom kraji

Uloha p-medidnu Uloha vdzeného p-medidnu
BA Zakladny Vylepseny Zakladny Vylepseny
p | DH |HH [ t[s] |pl | DH | HH | t[s] | pl | DH HH | t[s] | pl| DH HH | t[s] | pl
5 840 840 | 0,11 8 840 840 | 0,12 7| 32891| 32891| 0,08 6| 32891| 32891 0,05

10 541 541 | 0,09 8 541 541 | 0,04 4| 18509 | 18509 | 0,03 4| 18509 | 18509 | 0,03

15 402 405| 0,18 | 14 402 405| 0,18 | 10| 11763 | 11763| 0,01 3| 11763 | 11763 | 0,02 6
20 317 317| 0,11| 14 317 317| 0,10 9 7696 7696 | 0,02 7 7696 7696 | 0,02 6
25 260 261 | 0,13| 14 260 261 | 0,06 8 5604 5604 | 0,03 9 5604 5604 | 0,03| 10
30 219 219 0,05]| 14 219 219 | 0,06 8 4274 4274 | 0,02 8 4274 4274 | 0,01 5
35 184 187| 0,05| 14 184 187| 0,06 9 3248 3248 | 0,03 7 3248 3248 | 0,02 7
40 157 159 | 0,07 | 14 157 159| 0,04 7 2444 2444 | 0,02 | 12 2444 2444 | 0,02 | 13
45 134 134| 0,03| 14 134 134| 0,04 6 1812 1812 | 0,02 9 1812 1812 | 0,01 6
50 111 111| 0,03| 11 111 111| 0,03 5 1326 1326 | 0,02| 13 1326 1326 | 0,02| 10
55 91 91| 0,09| 14 91 91| 0,03 7 948 948 | 0,02| 14 948 948 | 0,02 11
60 71 71| 0,04 | 14 71 71| 0,03 7 685 685| 0,02| 14 685 685| 0,02 10
65 55 55| 0,03| 14 55 55| 0,02 8 485 485 | 0,02| 14 485 485 | 0,04 | 12
70 40 40| 0,05| 14 40 40| 0,01 8 311 311 | 0,02]| 14 311 311 | 0,02 9
75 25 25| 0,03| 14 25 25| 0,01 8 165 165| 0,02 12 165 165| 0,01 11
80 12 12| 0,03| 14 12 12| 0,01 8 66 66| 0,03 14 66 66| 0,02| 10
85 2 2| 002] 13 2 2| 001 6 14 14| 0,01 10 14 14| 0,01 6

)
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Tab. 35 Porovnanie iterativnych algoritmov na Banskobystrickom kraji

Uloha p-medidnu

Uloha vdzeného p-medidnu

BB Zakladny VylepSeny Zakladny VylepSeny
p |[DH |HH | t[s] [pl| DH | HH | t[s] [pl | DH HH | t[s] |pl| DH HH | t[s] | pl
15| 6399 | 6399 5350 9| 6399 | 6399 341 | 6| 46716 | 46716 | 0,96 5| 46716 | 46716| 063| 5
35| 3919 | 3919 | 149,05| 12| 3919 | 3919 | 7596 | 5| 24172 | 24172| 0,71 9| 24172 | 24172| 024| 6
55| 2927 | 2930 25,55 | 14| 2927 | 2930 3,29 7| 16461 | 16461 | 0,33 5| 16461 | 16461 | 0,32 7
75| 2388 | 2389 | 148,93 | 14| 2388 | 2389 | 78,97 7| 12457 | 12457 | 0,52 8| 12457 | 12457 | 0,19 6
95| 2000 | 2000 68,39 | 14| 2000 | 2000 163] 5 9842 9842 1,10] 13 9842 9842 | 039| 8
115| 1708 | 1708 4765| 14| 1708 | 1708 | 3461| 6 7980 7980 | 1,05| 14 7980 7980 | 031| 7
135 | 1479 | 1479 49,11 | 14| 1479 | 1479 | 34,81 5 6596 6596 | 0,67 | 11 6596 6596 | 0,17 5
155| 1296 | 1301 48,78 | 14| 1296 | 1301 206| 5 5517 5517| 0,85] 13 5517 5517| 025| 8
175| 1148 | 1148 22,46 | 14| 1148 | 1148 193] 5 4581 4581 | 0,75] 14 4581 4581 | 022 7
195| 1023 | 1023 2245 | 14| 1023 | 1023 | 30,16 5 3826 3826 | 0,68 | 13 3826 3826 | 0,15 5
215 903 915 23,27 | 14 903 915 4,07 6 3218 3218 | 0,68 | 14 3218 3218 | 0,19 6
235 814 814 23,46 | 14 814 814 124 7 2703 2703 | 1,00| 14 2703 2703| 0,16| 5
255 714 716 2265 14 714 716 091] 7 2254 2254 130| 14 2254 22541 030| 6
275 614 636 22,86 | 14 614 636 077 7 1868 1868 | 1,27 | 14 1868 1868 | 0,13| 5
295 555 S5 22,24 | 14 555 555 063| 6 1532 1532 | 111| 14 1532 1532 | 0,11| 6
315 475 475 22,37 | 14 475 475 056| 5 1242 1242 1,09| 14 1242 1242 | 025| 7
335 395 409 2225 | 14 395 409 146 | 7 999 999 | 1,14 | 14 999 999 | 025| 6
355 348 348 2253 | 14 348 348 051] 5 789 789 | 105| 14 789 789 | 0,19| 5
375 288 288 22,20 | 14 288 288 065| 4 619 619 | 1,08| 14 619 619| 019| 6
395 228 228 2242 | 14 228 228 081] 6 473 473 | 106| 14 473 473 | 0,16| 6
415 168 173 2249 | 14 168 173 104| 6 353 353 | 1,15| 14 353 353 | 023| 6
435 133 133 22,56 | 14 133 133 068| 5 240 240| 110| 14 240 240| 020| 7
455 93 93 22,49 | 14 93 93 239 7 158 158 | 1,15| 14 158 158 | 0,20 5
475 53 53 22,77 | 14 53 53 2,49 7 82 82| 1,07 | 14 82 82| 0,13 4
495 19 19 22,39 | 14 19 19 219| 6 32 32| 112| 14 32 32| 023]| 5
Tab. 36 Porovnanie iterativnych algoritmov na Tren¢ianskom Kraji
Uloha p-medidnu Uloha vizeného p-medidnu
TN Zdkladny Vylepseny Zakladny VylepSeny
p |[DH |HH |t[s]| pl |DH | HH |[t[s]| pl | DH | HH |t[s] | pl | DH | HH | t[s] | pl
15| 2178 | 2178 | 0,82 9| 2178 | 2178 | 0,56 5 | 24567 | 24567 | 0,23 724567 | 24567 | 0,24 5
30| 1382 | 1382 | 0,81 14| 1382 | 1382 | 0,32 6 | 14769 | 14769 | 0,14 7114769 [ 14769 | 0,13 5
45| 1022 | 1022 | 0,58 13| 1022 | 1022 | 0,32 9] 9920 | 9920 | 0,20 8| 9920 9920| 0,14 6
60| 818| 820| 0,62 14| 818| 820| 0,29 9| 7280 | 7280 | 0,25 11| 7280 | 7280| 0,15 9
75| 680| 682 0,70 14| 680| 682| 0,32 9| 5512 | 5512| 0,18 14| 5512 | 5512 | 0,10 9
90| 578| 578| 054 12| 578| 578 0,19 7| 4249 | 4249 | 0,09 12| 4249 | 4249 | 0,06 8
105| 488 | 495| 0,59 14| 488| 495| 0,21 7| 3348 | 3348 | 0,11 14| 3348 | 3348 | 0,07 8
120| 418 | 419| 058 14| 418| 419| 0,21 7] 2658 | 2658| 0,12 14| 2658 | 2658 | 0,10 9
135| 358 | 358| 0,52 14| 358| 358| 0,15 7| 2072 2072| 0,13 14| 2072 | 2072| 0,07 8
150 | 298| 298| 0,53 14| 298| 298| 0,16 7| 1569 | 1569 | 0,12 14| 1569 [ 1569 | 0,05 7
165| 238 | 244| 064 14| 238 | 244| 0,18 7| 1187| 1187| 0,10 14| 1187 1187 | 0,05 9
180 | 199 199 | 0,50 14| 199| 199| 0,15 8 858 858 | 0,10 14 858 858 | 0,04 10
195| 154| 154 | 0,52 14| 154| 154| 0,16 8 606 606 | 0,10 14 606 606 | 0,05 9
210 | 109 109 | 0,54 14| 109| 109 | 0,18 8 401 401 | 0,10 14 401 401 | 0,04 8
225 78 78| 0,49 14 78 78| 0,15 7 242 242 | 0,09 14 242 242 | 0,03 8
240 48 48 | 0,50 14 48 48 | 0,15 7 136 136 | 0,10 14 136 136 | 0,04 8
255 21 21| 049 14 21 21| 0,15 6 62 62| 0,10 14 62 62| 0,03 7
270 6 6| 051 14 6 6| 0,15 6 11 11| 0,10 14 11 11| 0,04 8
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Tab. 37 Porovnanie iterativnych algoritmov na Kosickom kraji

Uloha p-medidnu

Uloha vazeného p-medidnu

KE Zdkladny VylepSeny Zakladny VylepSeny
p | DH | HH | t[s] [pl|[DH | HH | t[s] |pl| DH HH | t[s] | pl| DH HH | t[s] | pl
15| 4756 | 4756 483 | 7| 4756 | 4756 6,04 | 8| 46969 | 46969 | 0,27 2| 46969 | 46969 | 0,19| 2
35| 2933 | 2933 12,62 | 12| 2933 | 2933 15,47 8| 25000 | 25000| 0,80 8| 25000 | 25000 | 0,29 6
55| 2222 | 2222 | 120,26 | 13| 2222 | 2222 25,83 7| 17410 | 17410 0,33 9| 17410| 17410| 0,14 5
75| 1806 | 1806 | 272,19| 14| 1806 | 1806 | 151,47| 8| 13192 | 13192| 045| 10| 13192 | 13192| 020| 6
95| 1506 | 1508 | 272,19 | 14| 1506 | 1508 | 216,44 9| 10342 | 10342 | 0,45| 12| 10342 | 10342 | 0,46 | 12
115| 1269 | 1273 | 148,71 | 14| 1269 | 1273 79,92 8 8228 8228 | 0,34| 10 8228 8228 | 0,19 7
135| 1094 | 1098 | 402,12 | 14| 1094 | 1098 28,22| 8 6695 6695 | 026| 7 6695 6695| 0,19| 6
155 957 963 | 42842 | 14 957 963 | 154,16| 8 5575 5575| 052 | 14 5575 5575| 027| 8
175 841 845 | 720,75| 14 841 845 | 175,70 7 4641 4641 | 0,63 | 14 4641 4641 | 0,23 7
195 744 744 | 503,58 | 14 744 744 42,74 6 3867 3867 | 0,58 | 14 3867 3867 | 0,16 6
215 644 657 | 50251| 14 644 657 4583 | 7 3227 3227 057 | 14 3227 3227 020 8
235 574 574 79,99 | 14 574 574 3,77 7 2680 2680 | 056 | 14 2680 2680 | 0,22 | 10
255 494 494 79,46 | 14 494 494 3,93 7 2206 2206 | 051 | 12 2206 2206 | 0,20 | 10
275 414 431 79,99 | 14 414 431 395| 7 1789 1789 | 047 | 14 1789 1789 | 0,23 | 12
295 371 371 78,92 | 14 371 371 381| 8 1410 1410 | 047 | 14 1410 1410| 0,20 | 10
315 311 311 78,92 | 14 311 311 382| 8 1083 1083 | 045| 14 1083 1083 | 021| 9
335 251 251 78,92 | 14 251 251 387 8 837 837| 067 14 837 837| 020 9
355 191 192 78,92 | 14 191 192 399 8 630 630| 048 | 14 630 630| 0,19 9
375 152 152 7892 | 14 152 152 3,76| 8 451 451 | 042] 14 451 451 | 0,20] 11
395 112 112 78,92 | 14 112 112 39| 8 298 298| 043]| 14 298 298| 0,15| 9
415 72 72 78,92 | 14 72 72 39| 7 178 178 | 048] 14 178 178 | 0,20| 8
435 32 32 79,46 | 14 32 32 400 7 83 83| 044 | 14 83 83| 0,17| 8
455 5 5 78,92 | 14 5 5 3,74| 6 11 11| 044 | 14 11 11| 0,16| 8
Tab. 38 Porovnanie iterativnych algoritmov na Nitrianskom kraji
Uloha p-medidnu Uloha vizeného p-medidnu
NR Zakladny Vylepseny Zakladny Vylepseny
p |DH | HH | t[s] |pl| DH | HH | t[s] | pl| DH HH | t[s] [pl| DH HH | t[s] | pl
15| 3378 | 3378 10,25 9| 3378 | 3378 821| 7| 40952 | 40952 | 041| 5| 40952 | 40952 | 0,60| 8
30| 2316 | 2316 1254 | 12| 2316 | 2316 5 77| 7| 25445| 25445| 0,39 | 8| 25445| 25445| 0,32| 8
45| 1812 1812 | 130,24 | 13| 1812 | 1812 | 58,16| 8| 18525| 18525| 0,41 | 10| 18525 | 18525| 0,51 | 12
60 | 1472 | 1472 66,99 | 12| 1472 | 1472 | 1298 | 7| 14496 | 1449 | 0,61 | 12| 14496| 1449 | 0,14| 5
75| 1236 | 1236 39,92 | 12| 1236 | 1236 | 17,47 | 7| 11512 11512 | 0,34| 9| 11512 | 11512| 0,16| 6
90| 1056 | 1056 42,05| 14| 1056 | 1056| 20,38| 8 9278 9278 | 0,56 | 14 9278 9278 | 0,34 9
105 916 923 42,67 | 14 916 923 341 8 7633 7633 | 0,39| 14 7633 7633 | 0,15| 8
120 805 805 39,07 | 14 805 805 198| 8 6371 6371 | 0,39 14 6371 6371 | 0,19 10
135 707 707 39,04 | 14 707 707 320 8 5304 5304 | 0,37] 14 5304 5304| 0,14| 8
150 617 626 41,13 | 14 617 626 199 8 4386 4386 | 0,27 | 14 4386 4386 | 0,08| 6
165 549 549 39,07 | 14 549 549 167 7 3621 3621 | 0,23 13 3621 3621 | 0,07| 6
180 474 481 39,84 | 14 474 481 141| 6 2965 2965 | 0,25| 14 2965 2965 | 0,08 7
195 399 421 38,94 | 14 399 421 163 7 2414 2414 | 0,24 14 2414 24141 0,08| 7
210 360 360 3821 | 14 360 360 147 7 1954 1954 | 0,24| 14 1954 1954 | 0,09| 8
225 300 300 39,53 | 14 300 300 138| 7 1556 1556 | 0,25| 14 1556 1556 | 0,10 11
240 240 252 39,22 | 14 240 252 1,37 7 1194 1194 | 0,24| 14 1194 1194 | 0,09 9
255 207 207 38,75 | 14 207 207 152 8 893 893 | 0,23| 14 893 893| 0,09| 9
270 162 162 38,60 | 14 162 162 146| 8 655 655| 0,24| 14 655 655 | 0,09| 10
285 117 118 38,44 | 14 117 118 153| 8 457 457 | 0,23 | 14 457 457 | 0,09 | 10
300 88 88 38,52 | 14 88 88 1,19 8 301 301| 0,23] 14 301 301| 0,08| 10
315 58 58 38,62 | 14 58 58 124| 8 174 174| 024] 14 174 174 0,09| 10
330 28 28 38,65 | 14 28 28 126 7 78 78| 024| 14 78 78| 0,10| 8
345 5 5 38,51 | 14 5 5 1,21 6 14 14| 022 14 14 14| 0,09 8
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Tab. 39 Porovnanie iterativnych algoritmov na PreSovskom kraji

Uloha p-medidnu

Uloha vazeného p-medianu

PO Zakladny Vylepseny Zdkladny Vylepseny
p | DH | HH t[s] |pl| DH | HH t[s] |pl| DH | HH |t[s] [pl| DH | HH |t[s] | pl
15| 8546 | 8546 22,92 | 7| 8546 | 8546 23,53| 5| 55422 | 55422 | 6,84 | 8| 55422 | 55422 | 125| 4
35| 5271 | 5274 | 17582 | 8| 5271 | 5271| 330,12| 7| 32281 | 32281 | 5,38 | 12| 32281 | 32281 | 1,91| 11
55| 4031 | 4038 | 3161,19| 14| 4031 | 4038 | 211122 | 10| 23268 | 23268 | 3,47 | 13| 23268 | 23268 | 081| 6
75| 3308 | 3308 14| 3308 | 3308 | 2562,95| 7| 18273 | 18273 | 6,15| 13| 18273 | 18273| 1,75| 9
95| 2814 | 2815| 1704,05| 14| 2814 | 2815| 2174,71| 8| 14788 | 14788 | 4,63 | 12| 14788 | 14788 | 2,40 11
115 | 2425 | 2426 | 42556 | 14| 2425| 2426| 657,23 | 8| 12341 | 12341 | 6,39 | 14| 12341 | 12341 1.87| 9
135 | 2147 | 2147 | 993,83 | 14| 2147 | 2147 | 428,90 | 9| 10429 | 10429 | 4,11 | 12| 10429 | 10429 091| 7
155| 1931 | 1931 | 784,18 14| 1931 | 1931 | 20645| 8| 8904| 8904| 6,026| 14| 8904 | 8904| 160| 7
175| 1743 | 1743 | 732,65| 14| 1743 | 1743| 519,07| 8| 7689| 7689| 432 | 13| 7689 | 7689| 1,15| 8
195| 1581 | 1587 | 670,95| 14| 1581 | 1587 | 419,10 9| 6656| 6656 | 556 | 14| 6656 | 6656| 1,43| 9
215 | 1444 | 1447 | 486,84 | 14| 1444 | 1447| 170,71| 8| 5791| 5791| 827| 14| 5791| 5791 240| 8
235| 1323 | 1823 | 511,01| 14| 1323| 1823 | 167,82 8| 5055| 5055| 6,22 | 12| 5055| 5055| 1,85| 8
255| 1203 | 1214 | 509,92 | 14| 1203 | 1214 | 161,75| 7| 4414| 4414| 452| 14| 4414| 4414| 097| 8
275| 1112 | 1112 | 494,84 | 14| 1112| 1112 | 129,11| 6| 3843| 3844| 435| 14| 3843| 3844| 1,06| 8
205| 1012 | 1012 | 49593| 14| 1012 | 1012 | 12933| 6| 3347| 3347| 3,85| 14| 3347| 3347| 112| 9
315| 912| 929| 49537 14| 912| 929| 320,76| 7| 2907 | 2907 | 3,83| 14| 2907 | 2907| 086| 8
335| 845| 845| 43958| 14| 845| 845| 11440| 7| 2502 | 2502 | 3,72| 14| 2502 | 2502| 0,87| 8
355| 765| 765| 44262| 14| 765| 765| 11569| 7| 2154| 2154| 348| 14| 2154| 2154| 0,75| 8
375| 685| 685| 44338| 14| 685| 685| 11552| 7| 1850| 1850 | 357 | 14| 1850 | 1850| 0,83| 8
395| 605| 624| 44240| 14| 605| 624| 117,93| 7| 1588 | 1588| 3,62 | 14| 1588| 1588| 0,86| 8
415| 525| 564| 44387| 14| 525| 564| 13587| 7| 1348| 1348 3,79| 14| 1348| 1348| 1,01| 8
435| 501| 501| 43927 14| 501| 501| 146,17| 8| 1139| 1139| 364 14| 1139| 1139| 086| 7
455| 441| 441| 43894| 14| 441| 441| 11657| 8 946 946 | 353| 14 946 946 | 0,79| 8
475| 381| 3881| 43885| 14| 381| 381| 11666| 8 774 774 | 352 14 774 74| 0,76| 7
495| 321| 821| 44030| 14| 321| 321| 11699| 8 618 618 | 3728 12 618 618| 0,73| 6
515| 261| 274| 439,03| 14| 261| 274| 11927| 8 498 498 | 374 | 14 498 498 | 1,02| 8
535| 234| 234| 47186| 14| 234| 234| 133,74 8 391 391| 380 14 391 391| 091| 7
555| 194| 194| 47133| 14| 194| 194| 13501| 8 308 308| 354| 14 308 308| 087| 7
575| 154| 154| 47148| 14| 154| 154| 13416| 8 228 228 | 3,79 | 14 228 228| 102| 7
595| 114| 114| 47195| 14| 114| 114| 13329| 8 162 162 | 3,56 | 14 162 162| 0586| 8
615 74 74| 472,02| 14 74 74| 12696| 7 102 102 | 3,87 14 102 102| 1,10| 8
635 34 34| 47215 14 34 34| 12680| 7 56 56| 3,60| 14 56 56| 085| 8
655 9 9| 47135] 14 9 9| 12625| 6 16 16| 3585 14 16 16| 1,09| 8
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Tab. 40 Porovnanie iterativnych algoritmov na Trnavskom Kkraji

Uloha p-medidnu Uloha vdzeného p-medidnu
TT Zakladny Vylepseny Zdkladny VylepSeny
p | DH | HH | t[s] |pl| DH | HH | t[s] |[pl| DH HH |[t[s] |pl | DH HH | t[s] | pl
15| 2064 | 2079 2,07 | 14| 2064 | 2079 1,68 9| 27831 | 27831 | 0,34 9| 27831 27831| 0,63| 17
30| 1336 | 1336 0,59 8| 1336| 1336 0,32 4| 16306 | 16306 | 0,23 9| 16306 | 16306| 0,30| 14
45| 1004 | 1006 7,16 | 14| 1004 | 1006 4,81 8| 11631 | 11631 | 0,11 | 11| 11631 | 11631| 0,04 6
60 792 792| 3561 | 14 792 792 | 13,53 8 8606 8606 | 0,12| 10 8606 8606 | 007| 6
75 635 635| 17,92| 14 635 635 8,02 8 6445 6445| 0,08 12 6445 6445 | 0,02 6
90 522 523 242 | 14 522 523 0,53 8 4950 4950 | 0,10 | 13 4950 4950 | 0,03 6
105 433 438 244 14 433 438 0,38 8 3799 3799 | 0,08 13 3799 3799| 002| 5
120 363 363 242 14 363 363 0,32 6 2890 2890 | 0,07 13 2890 2890 | 003| 6
135 288 303 249 | 14 288 303 0,40 7 2212 2212 | 0,09| 14 2212 2212 | 0,05 7
150 242 242 2,63 | 14 242 242 0,29 7 1639 1639 | 0,07 8 1639 1639 | 0,03 4
165 194 194 241] 13 194 194 0,63 7 1196 1196 | 0,07] 14 1196 1196 | 005| 9
180 149 149 2,38 | 14 149 149 0,30 8 841 841 | 0,09 | 14 841 841 | 0,05| 10
195 104 104 241 14 104 104 0,31 8 563 563 | 0,07 | 14 563 563 | 0,04 | 10
210 71 71 237 14 71 71 0,30 8 338 338| 0,06 14 338 338| 0,04 13
225 41 41 2,38 14 41 41 0,31 8 160 160 | 0,07| 14 160 160| 0,05| 16
240 11 11 240 | 14 11 11 0,32 7 33 33| 007| 14 33 33| 0,03| 7
Tab. 41 Porovnanie iterativnych algoritmov na Zilinskom Kraji
Uloha p-medidnu Uloha vézeného p-medidnu
ZA Zdkladny Vylepseny Zdkladny VylepSeny
p | DH | HH [t[s] [pl| DH | HH | t[s] [ pl | DH HH | t[s] [ pl | DH HH | t[s] | pl
15| 2803 | 2803| 3,26| 10| 2803 | 2803 | 1,53 5| 36696 | 36696 | 0,40 6| 36696 | 36696 | 0,47 | 12
30| 1832 1832 | 151 | 12| 1832| 1832| 1,50 8| 22209 | 22209| 0,17 | 10| 22209 | 22209| 0,18| 14
45| 1400 | 1400| 1,93| 14| 1400| 1400| 0,35 7| 15756 | 15756 | 0,10 7| 15756 | 15756 | 0,10 6
60| 1138 | 1139| 2,23 | 14| 1138| 1139| 1,55 6| 11771 | 11771 0,09 8| 11771 | 11771| 0,04 5
75 944 945 | 197 | 14 944 945 | 0,39 6 9023 9023 | 0,23| 14 9023 9023 | 0,10 9
90 801 801| 1,71| 14 801 801 | 0,26 7 7013 7013 | 0,11 | 14 7013 7013 | 0,08 8
105 686 687 | 1,73| 14 686 687 | 0,82 5 5594 5594 0,13| 14 5594 5594 | 0,05 7
120 595 595| 1,74| 14 595 595| 0,27 5 4476 4476 | 0,10| 11 4476 4476 | 0,04 6
135 505 519 | 1,76 | 14 505 519 0,32 8 3553 3553 | 0,07 10 3553 3553 | 0,03 5
150 441 441 173 | 14 441 441 | 0,28 7 2788 2788 | 0,09 | 12 2788 2788 | 0,04 7
165 366 376 | 180| 14 366 376 | 0,31 8 2172 2172 | 0,10| 14 2172 2172 | 0,04 6
180 312 312| 169| 14 312 312 | 0,22 6 1684 1684 | 021| 14 1684 1684 | 0,06 6
195 252 257 | 1,73| 14 252 257 | 0,20 5 1265 1266 | 0,13| 14 1265 1266 | 0,05 6
210 192 212 171| 14 192 212 043 7 923 923| 0,08| 11 923 923 | 0,03 5
225 167 167 | 168 | 14 167 167 | 0,14 4 654 654 | 0,09| 14 654 654 | 0,04 6
240 122 123| 169| 14 122 123 | 0,32 7 434 434| 0,08| 13 434 434 | 0,02 6
255 93 93| 169]| 14 93 93| 0,12 5 265 265| 0,10| 14 265 265 | 0,03 6
270 63 63| 165| 14 63 63| 0,13 4 146 146 | 0,08 | 14 146 146 | 0,02 5
285 33 33| 167] 14 33 33| 0,31 7 69 69| 0,08| 14 69 69| 0,03 5
300 14 14| 162| 14 14 14| 0,28 6 20 20| 0,09]| 14 20 20| 0,02 5
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Tab. 42 Porovnanie iterativnych algoritmov na slovenskej cestnej sieti

Uloha vazeného p-medianu

SR Zakladny Vylepseny
p DH HH t[s] pl DH HH t[s] pl

50 533232 533232 578,75 10 533232 533232 192,66 6
100 315963 315963 290,98 10 315963 315963 151,98 8
150 237216 237216 1250,37 9 237216 237216 267,21 5
200 191975 191975 253,40 11 191975 191975 98,04 7
250 161396 161396 380,64 11 161396 161396 136,32 7
300 138936 138936 1232,92 12 138936 138936 288,69 8
350 122124 122124 679,41 13 122124 122124 1101,08 9
400 108371 108371 1443,38 12 108371 108371 306,32 5
450 96887 96887 1643,36 14 96887 96887 518,04 7
500 87070 87070 1025,69 14 87070 87070 591,82 8
550 78632 78633 794,30 14 78632 78633 177,41 7
600 71379 71379 1122,60 13 71379 71379 724,68 6
650 65081 65081 1071,86 14 65081 65081 498,82 7
700 59530 59530 1202,32 14 59530 59530 359,89 6
750 54615 54615 1127,70 14 54615 54615 590,28 6
800 50213 50213 823,29 14 50213 50213 176,94 7
850 46247 46248 896,57 14 46247 46248 197,68 6
900 42642 42642 776,32 11 42642 42642 299,15 6
950 39361 39361 631,90 14 39361 39361 334,84 6
1000 36352 36352 547,88 14 36352 36352 134,40 6
1050 33628 33628 552,71 14 33628 33628 118,88 6
1100 31104 31105 604,25 14 31104 31105 318,82 7
1150 28735 28735 637,27 14 28735 28735 118,07 6
1200 26550 26550 826,51 14 26550 26550 202,83 5
1250 24506 24506 820,07 14 24506 24506 230,39 7
1300 22627 22627 791,62 14 22627 22627 191,44 5
1350 20860 20860 882,62 14 20860 20860 396,96 6
1400 19240 19240 481,30 14 19240 19240 154,60 7
1450 17726 17726 493,38 14 17726 17726 87,00 7
1500 16317 16317 521,03 14 16317 16317 114,70 7
1550 14974 14974 562,64 14 14974 14974 133,27 7
1600 13742 13742 454,46 14 13742 13742 59,21 6
1650 12542 12544 470,03 14 12542 12544 155,71 8
1700 11456 11456 456,34 14 11456 11456 80,07 6
1750 10429 10429 456,07 14 10429 10429 109,66 6
1800 9446 9446 429,23 12 9446 9446 163,08 6
1850 8546 8546 461,44 14 8546 8546 62,18 7
1900 7731 7731 438,89 14 7731 7731 45,80 6
1950 6970 6970 439,97 14 6970 6970 89,73 7
2000 6238 6238 429,50 14 6238 6238 36,63 6
2050 5583 5583 428,96 14 5583 5583 36,95 6
2100 4983 4983 446,95 14 4983 4983 55,19 6
2150 4383 4383 464,93 14 4383 4383 65,38 7
2200 3864 3864 432,72 14 3864 3864 36,38 6
2250 3373 3373 423,86 14 3373 3373 25,19 5
2300 2923 2923 440,77 14 2923 2923 41,57 6
2350 2514 2514 431,64 14 2514 2514 34,63 5
2400 2114 2114 450,43 14 2114 2114 52,86 6
2450 1790 1790 427,08 14 1790 1790 30,86 5
2500 1490 1490 445,60 14 1490 1490 46,16 5
2550 1190 1190 466,00 14 1190 1190 60,92 5
2600 947 947 414,46 14 947 947 22,95 5
2650 747 747 435,40 14 747 747 35,60 4
2700 547 547 457,15 14 547 547 130,73 7
2750 370 370 422,25 14 370 370 25,03 4
2800 220 220 443,19 14 220 220 44,78 6
2850 110 110 427,89 14 110 110 135,86 8
2900 14 14 414,73 14 14 14 122,64 6
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Priloha 4: Experimenty pre vyber kandidata na vetvenie

Tab. 43 Porovnanie variantov funkcie vo vypoctovom ¢ase na benchmarku BB100x100

V¥poctovy cas v sekunddch [S]

P V1 V2 V3 V4 V5 V6

5 027 0,20 0,07 0,27 0,20 0,07
10 0,07 0,01 0,07 0,01 0,01 0,07
15 013 013 0,27 0,40 0,47 0,20
20 0,07 0,67 1,28 0,40 0,40 148
25 0,34 0,54 0,54 0,54 0,47 0,54
30 0,34 0,34 0,40 0,40 0,34 0,40
35 9,73 13,15 7,72 3,83 3,69 9,19
40 0,34 0,40 0,34 0,34 0,27 0,40
45 0,40 0,34 0,40 0,40 0,34 0,47
50 0,40 0,34 0,94 0,34 0,27 1,28
55 0,34 0,40 0,28 0,28 0,20 0,34
60 0,26 0,34 026 0,26 0,27 0,34
65 0,27 0,40 027 0,27 0,27 0,34
70 0,20 0,34 0,20 0,27 0,27 0,27
75 0,18 0,27 018 0,19 0,18 0,27
80 0,20 021 021 0,20 0,20 0,22
85 0,20 0,27 013 018 0,20 0,21
90 0,20 0,20 023 0,20 013 0,19
95 0,12 013 013 0,12 0,20 012

Lstipec p udava hodnotu maximalneho poétu stredisk

2 stipec V1 udava vypoctovy &as algoritmu ziskany variantom V1
3 stipec V2 udava vypodtovy Gas algoritmu ziskany variantom V2
4 stipec V3 udava vypoctovy &as algoritmu ziskany variantom V3
5 stipec V4 udava vypodtovy Gas algoritmu ziskany variantom V4
8 stipec V5 udava vypoctovy &as algoritmu ziskany variantom V5
7 stipec V6 udava vypoétovy &as algoritmu ziskany variantom V6
8 zelena farba — najkratsi vypoctovy ¢as zo vetkych variantov
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Priloha 5: Statistiky pre vyber kandidata na vetvenie

Dvojvyberovym t-testom s nerovnostou rozptylov (t-Test: Two-Sample Assuming
Unequal Variances) testujem hypotézu Hy: u, = u,, proti dvojstrannej alternative Hy: u, #
Ky alebo jednostrannym alternativam Hy,:p, > p, resp. Hy_:p, <p, na hladine
vyznamnosti 0=0,05. Inak povedané, zaujima nas, aky velky musi byt rozdiel medzi
vyberovymi strednymi hodnotami (aritmetickymi priemermi X a Y, aby som mohol
spochybnit’ predpoklad.

Tab. 44 Dvojvyberovy t — test pre vyber vhodneho variantu funkcie pre ziskanie kandidata na vetvenie

Variant V1 V2 V3 V4 V5 V6
Stredna hodnota 141,7397 | 560,1412 | 1160,433 | 75,34807 | 72,11531| 1158928
Rozptyl 308100,3 | 1341439 | 2477856 | 36003,63 | 3566158 | 2469598
Porovnania 315 315 315 315 315 315
Hypoteéza rozdielu strednych hodnot 0 0 0 0 0 0
V1 | Stupen volnosti df - 451 391 386 386 391
Testovacie kriterium T - -5,78185| -10,8321| 2,008742 2,1076 | -10,8321
P(T<=t) jednostranne - 6,91E-09| 2,18E-24| 0,02263| 0,017855| 2,18E-24
t kritické jednostranne - 1,648239 1,64876 | 1,648811| 1,648811 1,64876
P(T<=t) dvojstranne - 1,38E-08| 4,35E-24| 0,04526 0,03571 | 4,35E-24
t kritické dvojstranne - 1,965238 1,96605 | 1,966129 | 1,966129 |  1,96605
V2 | Stupen volnosti df 451 - 577 331 331 577
Testovacie kriterium T 5,781854 - -5,45162 | 7,331198 | 7,381001 | -5,44385
P(T<=t) jednostranne 6,91E-09 - 3,7E-08| 8,82E-13 6,4E-13 | 3,86E-08
t kritické jednostranne 1,648239 - 1,647499 1,64947 1,64947 | 1,647499
P(T<=t) dvojstranne 1,38E-08 - 741E-08| 176E-12| 1,28E-12| 7,72E-08
t kritické dvojstranne 1,965238 - 1964084 | 1967157 | 1,967157 | 1,964084
V3 | Stupen volnosti df 391 577 - 323 323 628
Testovacie kritérium T 10,83207 | 5,451622 - 12,14642 | 12,18344 | 0,012004
P(T<=t) jednostranne 2,18E-24 3,7E-08 - 1,61E-28| 1,18E-28| 0,495213
t kritické jednostranne 1,64876 | 1,647499 - 1,649585 | 1,649585| 1,647284
P(T<=t) dvojstranne 4,35E-24 | 7,41E-08 - 3,22E-28 | 2,36E-28 | 0,990426
t kritické dvojstranne 1,96605 | 1,964084 - 1,967336 | 1,967336| 1,963749
V4 | Stupern volnosti df 386 331 323 - 628 323
Testovacie kritérium T -2,00874 -7,3312 | -12,1464 - 0,214325 | -12,1496
P(T<=t) jednostranne 0,02263 | 8,82E-13| 1,61E-28 - 0415181 | 157E-28
t kritické jednostranne 1,648811 1,64947 | 1,649585 - 1,647284 | 1,649585
P(T<=t) dvojstranne 0,04526 | 1,76E-12| 3,22E-28 - 0,830363 | 3,14E-28
t kritické dvojstranne 1,966129 | 1967157 | 1,967336 - 1,963749 | 1,967336
V5 | Stuper volnosti df 386 331 323 628 - 323
Testovacie kritéerium T -2,1076 -7,381| -12,1834| -0,21433 - -12,1866
P(T<=t) jednostranne 0,017855 6,4E-13| 1,18E-28| 0,415181 - 1,15E-28
t kritické jednostranne 1,648811 1,64947 | 1,649585| 1,647284 - 1,649585
P(T<=t) dvojstranne 0,03571| 1,28E-12| 2,36E-28| 0,830363 - 2,3E-28
t kritické dvojstranne 1,966129 | 1967157 | 1967336 | 1,963749 - 1,967336
V6 | Stupen volnosti df 391 577 628 323 323 -
Testovacie kriterium T 10,83214 | 5,443848 -0,012 | 12,14955| 12,18663 -
P(T<=t) jednostranne 3,86E-08| 3,86E-08| 0,495213| 157E-28| 1,15E-28 -
t kritické jednostranne 1647499 | 2332828 | 1,647284 | 1,649585| 1,649585 -
P(T<=t) dvojstranne 7,72E-08 | 7,72E-08| 0,990426 | 3,14E-28| 2,3E-28 -
t kritické dvojstranne 1,964084 | 2,584377 | 1,963749| 1967336 | 1,967336 -

tsymbol — udéva, Ze $tatistiky medzi rovnakymi variantmi nie je mozné vykonat
Ztatisticky test bol vykonany medzi kazdymi dvoma variantmi, ktoré v tabulke odpovedaji oznacenim riadkom a oznacenim stipcom
3 popis jednotlivych Statistickych pojmov je uvedeny v zdroji [40]
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Priloha 6: Experimenty pre vyber varianty minimalnej mnoZiny umiestneni

Tab. 45 Porovnanie variantov funkcie vo vypoétovom ¢ase na benchmarku BB100x100

Vypoctovy cas [s]
p F1 F2 F3 F4 F5 F6

5 7,61 2,56 3,44 2,61 2,65 1,70
10 0,42 0,96 1,33 0,39 0,70 0,21
15 0,08 0,49 0,41 0,30 0,33 0,16
20 0,58 1,02 0,60 0,42 0,57 0,66
25 0,45 0,34 0,22 0,38 0,83 0,17
30 1,42 0,39 0,44 0,27 0,54 0,22
35 0,95 0,48 1,31 0,82 0,73 0,25
40 0,60 0,22 0,35 0,37 0,15 0,18
45 0,68 1,04 1,33 2,83 4,27 0,96
50 0,48 8,88 263,35 35,08 23,79 12,08
55 0,45 0,28 0,43 0,29 0,27 0,22
60 0,38 0,19 0,21 0,17 0,18 0,18
65 0,35 0,17 0,19 0,16 0,16 0,22
70 0,33 0,20 0,23 0,68 0,21 0,21
75 0,32 0,15 0,19 0,34 0,08 0,18
80 0,25 0,16 0,09 0,01 0,01 0,16
85 0,24 0,03 0,12 0,01 0,07 0,17
90 0,21 0,00 0,01 0,02 0,01 0,18
95 0,19 0,07 0,08 0,06 0,14 0,10

Lstipec p udava hodnotu maximalneho poétu stredisk

2 stipec F1 udava vypoctovy &as algoritmu ziskany variantom F1
3 stipec F2 udava vypodtovy Gas algoritmu ziskany variantom F2
4 stipec F3 udava vypoctovy &as algoritmu ziskany variantom F3
5 stipec F4 udava vypodtovy Gas algoritmu ziskany variantom F4
8 stipec F5 udava vypoctovy as algoritmu ziskany variantom F5
7 stipec F6 udava vypoctovy Gas algoritmu ziskany variantom F6
8 zelena farba — najkratsi vypoctovy &as zo vietkych variantov

142



Priloha 7: Statistiky pre ziskanie hornej hranice

Dvojvyberovym t-testom s nerovnostou rozptylov (t-Test: Two-Sample Assuming
Unequal Variances) testujem hypotézu Hy: p, = p,, proti dvojstrannej alternative
Hy:py # py alebo jednostrannym alternativam Hy: p, > py, resp. Hy_: p, < p,, na hladine
vyznamnosti 0=0,05. Inak povedané, zaujima nas, aky velky musi byt rozdiel medzi
vyberovymi strednymi hodnotami (aritmetickymi priemermi X a Y, aby som mohol
spochybnit’ predpoklad.

Tab. 46 Dvojvyberovy t — test pre ziskanie minimalnej mnoziny umiestneni

Variant F1 F2 F3 F4 F5 F6
Stredna hodnota 62,01514 | 1614,398 | 1821518 | 1678,244| 1793268 | 1526,501
Rozptyl 36263,27 | 2969124 | 3101277 | 3072715| 3092671 | 2959596
Porovnania 315 315 315 315 315 315
Hypoteéza rozdielu strednych hodnot 0 0 0 0 0 0
F1 | Stupern volnosti df - 322 321 321 321 322
Testovacie kritérium T - -15,8929 | -17,6299| -16,2686| -17,3707 | -15,0169
P(T<=t) jednostranne - 1,08E-42 | 199E-49 | 4,02E-44| 2,05E-48| 2,64E-39
t kritické jednostranne - 1,6496 | 1649614 | 1,649614| 1,649614 1,6496
P(T<=t) dvojstranne - 2,15E-42 | 3,99E-49 | 8,04E-44| 4,09E-48| 5,28E-39
t kritické dvojstranne - 1967359 | 1,967382| 1,967382| 1,967382| 1967359
F2 | Stupen volnosti df 322 - 628 628 628 628
Testovacie kritéerium T 15,89293 - -1,492 -0,461| -1,28942| 0,640691
P(T<=t) jednostranne 1,08E-42 - 0,068101 | 0,322478 | 0,098864 | 0,260979
t kritické jednostranne 1,6496 - 1,647284 | 1,647284 | 1647284 | 1,647284
P(T<=t) dvojstranne 2,15E-42 - 0,136201 | 0,644956 | 0,197728| 0,521957
t kritické dvojstranne 1,967359 - 1,963749 | 1963749 | 1,963749 | 1,963749
F3 | Stupen volnosti df 321 628 - 628 628 628
Testovacie kritérium T 17,62993 1,492 - 1,023387 | 0,201459 2,12684
P(T<=t) jednostranne 1,99E-49 | 0,068101 - 0,153259 | 0,420202 | 0,016911
t kritické jednostranne 1,649614 | 1,647284 - 1,647284 | 1,647284| 1,647284
P(T<=t) dvojstranne 3,99E-49 | 0,136201 - 0,306519 | 0,840405 | 0,033823
t kritické dvojstranne 1,967382 | 1,963749 - 1,963749 | 1963749 | 1,963749
F4 | Stupen volnosti df 321 628 628 - 628 628
Testovacie kritéerium T 16,26856 | 0,461003 | -1,02339 - -0,82218 | 1,096533
P(T<=t) jednostranne 4,02E-44 | 0,322478 | 0,153259 - 0,205644 | 0,136633
t kritické jednostranne 1649614 | 1,647284 | 1,647284 - 1647284 | 1,647284
P(T<=t) dvojstranne 8,04E-44 | 0,644956 | 0,306519 - 0,411289 | 0,273266
t kritické dvojstranne 1967382 | 1,963749 | 1963749 - 1,963749 | 1,963749
F5 | Stupen volnosti df 321 628 628 628 - 628
Testovacie kritérium T 17,37071 | 1,289415| -0,20146| 0,822176 - 1,924548
P(T<=t) jednostranne 2,05E-48 | 0,098864 | 0,420202 | 0,205644 - 0,027369
t kritické jednostranne 1,649614 | 1,647284 | 1647284 | 1,647284 - 1,647284
P(T<=t) dvojstranne 4,09E-48 | 0,197728 | 0,840405| 0,411289 - 0,054737
t kritické dvojstranne 1967382 | 1,963749 | 1963749 | 1,963749 - 1,963749
F6 | Stupen volnosti df 322 628 628 628 628 -
Testovacie kritérium T 1501688 | -0,64069 | -2,12684 | -1,09653| -1,92455 -
P(T<=t) jednostranne 2,64E-39 | 0,260979 | 0,016911| 0,136633| 0,027369 -
t kritické jednostranne 1,6496 | 1,647284 | 1647284 | 1,647284| 1647284 -
P(T<=t) dvojstranne 5,28E-39 | 0521957 | 0,033823| 0,273266 | 0,054737 -
t kritické dvojstranne 1967359 | 1,963749 | 1,963749 | 1963749 | 1,963749 -

tsymbol — udava, Ze $tatistiky medzi rovnakymi variantmi nie je mozné vykonat
2 Statisticky test bol vykonany medzi kazdymi dvoma variantmi, ktoré v tabul’ke odpovedaji oznadenim riadkom a oznadenim stipcom
3 popis jednotlivych statistickych pojmov je uvedeny v zdroji [40]

143



Priloha 8: Porovnanie algoritmov zov§eobecneného Erlenkotterovho pristupu

Experimenty na porovnanie zov§eobecnenych algoritmov som vykondval pre tlohu p-
medianu a ulohu vazeného p-medianu na jednotlivych Slovenskych krajoch a celom
Slovensku. V Tab. 47 az Tab. 55 je porovnavany zakladny a vylepSeny algoritmus
pMedBBDual vo vypoctom Case, kvalite ziskaného rieSenia a pocte spracovanych vrcholov
V metode vetiev a hranic.

Zékladny algoritmus pMedBBDual je reprezentovany algoritmom, ktory je popisany
Vv kapitole 4.3, pozostavajuci hlavne z CDA procediry na ziskanie dolnej hranice (vid’
kapitola 4.3.3), spdosobom spracovania vrcholu z ulozenych hodndt dudlnych premennych
Vv zasobniku, algoritmu pre ziskanie minimalnej mnoZiny umiestnenych stredisk (vid’ 4.3.4)
a algoritmu pre ziskanie kandidata na vetvenie (vid’ kapitola 4.3.6).

Vylepseny algoritmus pMedBBDual je reprezentovany algoritmom, ktory je popisany
v kapitole 4.4, pozostavajtci hlavne z ICDA procedary na ziskanie dolnej hranice (vid’
kapitola 4.4.1), spdsobu spracovania vrcholu stromu vetvenia s poCiatoénym nastavenim
dudlnych premennych (vid’ kapitola 4.4.2), algoritmu pre ziskanie minimélnej mnoziny
umiestnenych stredisk F1 (vid’ 4.4.4) a algoritmu pre ziskanie kandidata na vetvenie V5 (vid’
kapitola 4.4.3).

V Tab. 47 az Tab. 55 hodnota p udava testovany maximalny pocet vybudovanych
stredisk, DH udava dolnu hranicu rieSenia, HH udava hodnotu ziskaného rie$enia, t[s] udava
ziskany vypoctovy €as, NN udava pocet spracovanych vrcholov v metdde vetiev a hranic,
farebne je vyznatené ziskanie optimalneho rieSenia (v stipcoch HH) a symbolom 3600* je

vyznagené pred¢asné ukonéenie algoritmu po jednej hodine vypoétu (v stipcoch t[s]).

144



Tab. 47 Porovnanie algoritmov zov§eobecneného Erlenkotterovho pristupu na Bratislavskom kraji

Uloha p-medidnu Uloha vazeného p-medianu
BA Zakladny Vylepseny Zakladny VylepsSeny
p | DH | HH t[s] nN DH | HH | t[s] | nN DH HH t[s] nN DH HH | t[s] nN
5| 840 | 840 0,26 9] 840|840 | 0,19 7| 32891 | 32891 1,27 977 | 32891 | 32891 | 0,49 1
10| 541 | 541 0,97 489 | 541 | 541 | 0,43 193 | 18509 | 18509 0,17 189 | 18509 | 18509 | 1,90 19
15| 403 | 403 0,38 75| 403 | 403 | 0,14 73| 11763 | 11763 0,18 191 | 11763 | 11763 | 1,09 23
20| 317 | 317 6,47 9107 | 317 | 317 | 0,10 85| 7696| 7696| 152,46 216991 | 7696| 7696| 0,48 19
25| 261 | 261 76,67 117373 261 | 261 | 0,76 | 1099 5604 5604 0,06 65 5604 5604 | 0,23 15
30| 219 | 219 0,39 43| 219 | 219 | 0,07 107 3844 | 4274 5388831 4274 | 4274 | 0,29 29
35| 187 | 187 0,34 41] 187 | 187 | 0,03 41| 3248 | 3248 | 196,37 365825 | 3248 | 3248| 0,14 17
40| 159 | 159 0,87 233 | 159 [ 159 | 0,10 | 135| 2444 | 2444 3,06 6145 | 2444 | 2444 0,60 83
45| 134 | 134 0,83 187 | 134 | 134 | 0,12 177 1812 1812 0,04 133 1812 1812 | 0,01 1
50| 109 | 111 6978815 | 111 | 111 | 0,00 1 1326 1326 0,41 135 1326 1326 | 0,34 105
55| 84| 91 7223929 | 91| 91| 0,13| 217 948 948 0,03 139 948 948 | 0,29 117
60| 59| 75 11187291 | 71| 71| 0,14| 325 685 685 1,88 6099 685 685 | 0,21 121
65| 34| 57 13789177 | 55| 55| 0,00 5 398 485 600 9870037 485 485| 0,21 135
70 9| 41 16908857 | 40| 40| 0,11 | 289 114 337 600 11237263 311 311 0,23 175
75| 25| 25 1,02 297 | 25| 25| 0,10| 287 23 165 600 16141853 165 165 | 0,01 1
80| 12| 12| 1518/41 9322847 | 12| 12| 0,00 1 66 66 0,87 167 66 66| 0,10 153
85 2 2 0,07 197 2 2] 0,05 175 14 14 0,07 461 14 14| 0,07 173
Tab. 48 Porovnanie algoritmov zovieobecneného Erlenkotterovho pristupu na Banskobystrickom kraji
Uloha p-medidnu Uloha vizeného p-medidnu
BB Zakladny Vylepseny Zakladny Vylepseny
p |DH|HH]| t[s] NN |DH | HH | t[s] nN | DH | HH t[s] nN DH | HH t[s] nN
15 (6399 | 6399 | 293,42 503 | 6399 [ 6399 | 538,48 | 1893 | 46716 [ 46716 | 136,04 3261 | 46716 | 46716 | 103,97 29
35| 3896 | 3942 600 42745 | 3896 | 3922 [isl0oid ‘ 26167 | 24113 | 24172 600 26755 | 24172 | 24172 | 149,45 143
552929 [ 2929 | 645,61 3811 | 2917 | 2929 46715 | 15701 | 18692 600 27929 | 16461 | 16461 61,42 115
75 | 2374 | 2394 600 4455 | 2375 | 2390 [EEI[0[0j ‘ 60395 | 12457 | 12457 | 681,73 4265 | 12457 [ 12457 | 1237,02 | 2401
95 | 2000 [ 2000 | 354,84 1145 | 2000 | 2000 39671 | 9257 | 11185 600 32413 | 9842 | 9842 | 2119,03 | 12025
1151698 | 1738 600 26535 | 1701 | 1710 [E]sl0]0kd ‘ 70539 | 7903 | 8307 600 24837 | 7980 | 7980 | 242,48 | 1681
135 | 1479 | 1479 | 1884,17 1871 | 1470 | 1480 |Re{c[0[0ia ‘ 63609 | 6596 | 6596 10,27 3| 6596 | 6596 | 11853| 1301
1551298 | 1298 | 600,73 531 | 1298 | 1298 22,37 547 | 5517 | 5517 | 810,81 1571 | 5517 | 5517 | 126,01| 1135
1751|1136 | 1184 600 34875 | 1148 | 1148 93,25 | 1729 | 4579 | 4581 600 30661 | 4581 [ 4581 45,48 467
195 | 1023 [ 1023 | 875,87 1995 | 1023 | 1023 | 119,93 | 2001 | 3679 | 4221 600 46741 | 3826 | 3826 0,10 1
215| 914 | 914 | 974,52 1545 | 914 | 914 24,75 859 | 2779 | 3927 600 53681 | 3218 | 3218 | 146,78 | 1915
235| 814 | 814 | 1063,72 1917 | 814 | 814 | 100,66 | 1921 | 2689 | 2816 600 37405 | 2703 | 2703 84,59 | 1309
255 | 714 | 716 35807 | 715| 715 91,82 | 2003 | 2254 | 2254 | 1325,46 1939 | 2254 | 2254 | 123,26 | 1931
275 | 614 | 652 [l 49297 | 635 | 635 73,15 1851 | 1850 | 1938 600 37767 | 1868 | 1868 | 107,06 | 1907
295 | 555| 555 | 1359,40 1881 | 555 | 555 68,50 | 1879 | 1532 | 1532 1221,39 1643 | 1532 | 1532 58,08 | 1269
315 | 475 475 141497 1913 | 475 | 475 82,08 | 2019 | 1232| 1310 600 45359 | 1242 | 1242 79,62 | 1905
335| 408 | 408 | 1961,44 1315 | 408 | 408 30,61 | 1313 932 | 1172 600 81731 999 999 75,75 | 1915
355 | 348 | 348 1947,49 1797 | 348 | 348 47,30 | 1797 789 789 | 1586,33 1071 789 789 29,13 | 1053
375 | 288 | 288 |2022,48 1819 | 283 | 288 51,96 | 1885 609 638 600 61911 619 619 66,87 | 1755
395 | 228 | 228 | 1920,93 1821 | 228 | 228 51,42 | 1885 473 473 | 1506,33 1323 473 473 36,24 | 1323
415| 173 | 173 2512,71 1971 | 173 | 173 38,63 | 1697 353 353 | 2234,39 1821 353 353 49,74 | 1821
435| 133 | 133 2307,23 1451 | 133 | 133 10,08 383 240 240 | 1995,48 1557 240 240 41,22 | 1581
455 93 93 | 2669,04 1821 93 93 37,70 | 1811 158 158 | 2392,34 1751 158 158 40,38 | 1751
475 53 53 | 2430,00 1825 53 53 40,88 | 1843 78 82 m 204953 82 82 30,80 | 1215
495 13 19 R0l 290109 19 19 0,07 3 32 32 | 1929,60 1277 32 32 25,05 | 1277
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Tab. 49 Porovnanie algoritmov zovseobecneného Erlenkotterovho pristupu na Kosickom kraji

Uloha p-medidnu

Uloha vazeného p-medianu

KE Zdkladny VylepSeny Zakladny VylepSeny
p |DH|HH | ts] NN | DH | HH | t[s] nN DH | HH t[s] nN DH | HH t[s] nN
15 | 4756 | 4756 45,65 41| 4756 [ 4756 | 734,80 3821 | 46969 | 46969 1,82 146969 | 46969 3,51 1
35| 2920 | 2945 [e{s[oid ‘ 35255 | 2933 | 2933 | 947,08 | 11519 | 24597 | 26278 600 28409 | 25000 | 25000 1,43 1
55 | 2222 | 2222 1033 | 2209 | 2222 {00k ‘ 69599 | 17410 | 17410 | 1562,94 | 18851 | 17410 | 17410 | 127,42 341
75| 1795 | 1806 5461 | 1795 | 1806 el 68373 | 12346 | 14903 600 42843 | 13192 | 13192 70,03 263
95| 1508 | 1508 | 2396,00 | 2263 | 1503 | 1508 [E{s0lll 81929 | 7306 | 13488 600 49403 | 10342 | 10342 | 1241,98 | 7115
115| 1270 | 1270 | 1580,09 | 66211 | 1266 | 1271 {00k ‘ 105251 | 7938 | 9440 600 52389 | 8228 | 8228 42,65 171
135 | 1097 | 1097 | 830,82 | 1883 | 1093 | 1097 el ‘ 121023 | 6690 [ 6695 600 44331 | 6695 | 6695 | 84941 | 4671
155 | 956 | 962 [E(clv0i ‘ 55989 | 957 | 962 |0 ‘ 159477 | 5568 | 5575 600 41649 | 5575 | 5575 93,62 509
175 | 841 | 844 [elso[oig ‘ 37033 | 842 | 846 |Eelsoi ‘ 193125 | 4606 | 4816 600 48777 | 4641 | 4641 | 216,16 1729
195( 741 | 744 4123 | 742 | 744 el ‘ 145193 | 3864 | 3868 600 62761 | 3867 | 3867 64,98 469
215| 654 | 654 | 647,88 | 1831 | 653 | 654 [elclvoi ‘ 176439 | 3201 | 3355 600 61409 | 3227 | 3227 | 208,47 | 2067
235| 574 | 574 | 806,74 | 1837 | 573 | 574 [Eelsoid ‘ 190625 | 2541 | 3068 600 82917 | 2680 | 2680 43,92 991
255 | 494 | 494 1442,33| 2277 | 493 | 494 194221 | 1881 | 2729 600 94601 | 2206 [ 2206 2,97 45
275| 431| 431| 835,53 951 | 431 431 | 31,58 1457 | 1783 | 1819 600 62675 | 1789 | 1789 86,59 | 1663
295| 371| 371| 862,87 | 1563 | 371| 371| 30,79 1565 | 1363 | 1613 GO0l 108247 | 1410 | 1410 82,90 | 1683
315| 311 | 311| 870,05| 1569 | 311 | 311| 31,21 1577 | 1083 | 1083 | 3109,31 | 44329 | 1083 | 1083 32,77 755
335| 251 | 251 | 829,34 | 1569 | 251 | 251 | 31,14 1577 837 837 | 1019,83 1615 837 837 60,72 | 1591
355 | 192 | 192 1209,59 | 1743| 192 | 192| 29,00 1723 630 630 | 1039,69 1659 630 630 49,69 | 1665
375| 152 | 152 1027,28 869 | 152 | 152 8,92 585 451 451 | 818,61 983 451 451 23,71 981
395 | 112 | 112|1192,37 | 1337 | 112 | 112 | 18,24 1249 291 299 152323 298 298 21,06 | 1007
415 72 72| 1220,84 | 1361 72 72| 21,15 1469 131 207 304865 178 178 33,89 | 1593
435 32 32| 1216,87 | 1361 32 32| 2297 1713 16 108 446313 83 83 23,12 | 1271
455 5 5) 2,28 1 5 5 0,01 1 3 11 687719 11 11 16,07 | 1057
Tab. 50 Porovnanie algoritmov zovieobecneného Erlenkotterovho pristupu na Nitrianskom kraji
Uloha p-medidnu Uloha vizeného p-medidnu
NR Zakladny Vylepseny Zakladny Vylepseny
p |DH|HH]| t[s] NN [ DH | HH | t[s] nN | DH | HH | t[s] nN DH | HH | t[s] | nN
15| 3378 | 3378 94,75 929 | 3378 | 3378 65,18 352 | 40952 | 40952 | 18,50 699 | 40952 | 40952 | 12,13 9
30| 2316 | 2316 | 518,16 1855 | 2316 | 2316 | 653,34 | 6810 | 24974 | 27010 600 38931 | 25445 | 25445 | 34,07 69
45 1812 | 1812 | 3402,94 9531 | 1799 | 1812 S0l 57427 | 18209 | 18955 600 51475 | 18525 | 18525 | 490,28 | 2109
60 | 1462 | 1474 600 59713 | 1466 | 1472 SO0l 61936 | 11819 | 17402 600 68099 | 14496 | 14496 | 770,12 | 4279
75| 1228 | 1262 600 71951 | 1231 | 1237 S0l 67045 | 5429 | 15394 600 84825 | 11512 | 11512 | 364,52 | 2021
90 | 1056 | 1056 | 100,63 181 | 1056 | 1056 | 1406,63 | 34660 | 9278 | 9278 | 80,23 781 | 9278 | 9278 | 637,99 | 3979
105| 911 | 937 600 85211 | 921 | 921 30,83 498 | 7604 | 7657 600 73459 | 7633 | 7633 | 417,80 | 3243
120| 805| 805| 156,49 941 | 805| 805 98,11 | 2610 | 6344 | 6550 600 78997 | 6371 | 6371 | 64,03| 933
135| 707 | 707 | 152,39 989 | 707 | 707 23,79 578 | 5084 | 6093 SO0l 117007 | 5304 | 5304 | 33,73 | 457
150 | 617 | 638 GOl 115267 | 624 | 624 20,89 495| 3824 | 5453 SO0l 135945 | 4386 | 4386 | 3595| 755
165| 527 | 594 S0l 153711 | 549 | 549 29,61 664 | 2564 | 4874 SO0l 155781 | 3621 | 3621 | 21,33| 445
180 | 437 | 538 S0l 181597 | 480 | 480 25,94 685 | 2965 | 2965 | 219,11 3183 | 2965 | 2965 | 22,97 | 749
195| 420 420 | 238,52 605 | 420| 420 6,98 274 | 2333 | 2637 SO0l 152679 | 2414 | 2414 | 29,86 | 911
210| 360 | 360 | 255,83 1249 360 | 360 21,71 633 | 1703 | 2303 SO0l 191633 | 1954 | 1954 | 3355|1193
225 300 | 300 | 252,72 1283 | 300 | 300 21,51 633 | 1556 | 1556 | 162,97 615| 1556 | 1556 | 17,15| 623
240 | 252 | 252 | 353,96 935| 252 | 252 9,54 468 | 1194 | 1194 | 78593 | 18455| 1194 | 1194 | 1750 | 695
255 | 207 | 207 | 361,61 1129 | 207 | 207 13,64 594 893 893 | 185,31 685 893 893 | 13,32| 657
270 | 162 | 162 | 343,72 1189 | 162 | 162 13,75 596 655 655 | 256,07 1137 655 655 | 20,63 | 1195
285| 118 | 118 | 396,86 1143 118 | 118 9,23 524 443 457 U0l 238311 457 457 | 16,74 | 1105
300 88 88| 219,13 353 88 88 6,21 323 233 346 SO0l 374047 301 301 | 10,28 | 837
315 58 58| 378,76 901 58 58 7,41 406 23 212 00l 621719 174 174| 10,97 | 945
330 28 28| 401,08 1299 28 28 10,54 650 78 78 | 304,93 989 78 78| 10,06 | 997
345 5 5 0,96 1 5 5) 0,01 1 14 14| 12,53 4349 14 14 543 | 693
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Tab. 51 Porovnanie algoritmov zovseobecneného Erlenkotterovho pristupu na PreSovskom kraji

Uloha p-medidnu Uloha vizeného p-medidnu
PO Zdkladny Vylepseny Zakladny Vylepseny

p |DH|HH | t[s] NN | DH [ HH | t[s] nN | DH | HH t[s] nN DH | HH t[s] nN

15 | 8546 | 8546 321 | 8480 | 8611 |elclfojdl 2865 | 55422 | 55422 | 193,66 1353 | 55422 | 55422 | 505,73 77

35| 5244 | 5271 939 | 5232 | 5271 ool 7829 | 29533 | 35357 600 10399 | 32281 | 32281 | 489,09 219

55| 4007 | 4033 3600*‘ 1195 | 4006 | 4032 [eCVoll 12237 | 23224 | 23321 600 10367 | 23268 | 23268 | 286,69 213

75| 3292 | 3334 3600*‘ 11587 | 3288 | 3309 [elsloloal 18237 | 17668 | 19824 600 12325 | 18273 | 18273 | 238,37 233

95 | 2792 | 2854 3600*‘ 10545 | 2806 | 2814 [eclo[ofelll 20251 | 14766 | 15000 600 9543 | 14788 | 14788 | 1108,10 | 1647

115 | 2426 | 2426 341 | 2426 | 2426 | 588,29 | 3933 | 12234 | 12973 600 11163 | 12341 | 12341 | 1926,29 | 4041

135 | 2141 | 2147 1913 | 2143 | 2147 [N 19321 | 9749 | 12215 600 18259 | 10429 | 10429 | 173,95 389

155 1926 | 1931 1987 | 1927 | 1931 [l 21565 | 8904 | 8904 | 1814,37 1395 | 8890 | 8904 10633

175 | 1743 | 1743 2713 | 1740 | 1743 eIl 27105 | 7663 | 7807 600 8927 | 7689 | 7689 | 936,30 | 2751

195 | 1581 | 1584 2911 | 1581 | 1584 30989 | 6656 | 6656 | 2379,87 2181 | 6656 | 6656 | 1573,57 | 5813

215 | 1441 | 1447 3600*‘ 15903 | 1441 | 1445 36505 | 5791 | 5791 | 2744,65 2041 | 5770 | 5792 17717

235 1322 | 1323 905 | 1323 [ 1323 | 943,91 | 9501 | 5042 | 5085 600 9427 | 5055 | 5055 | 534,72 | 2937

2551211 | 1212 1689 | 1212 | 1212 | 73,69 | 1075| 4406 | 4433 600 8787 | 4414 | 4414| 367,22 1701

275] 1111 | 1113 2971 | 1112 [ 1112 | 314,43 | 2465 | 3766 | 4236 600 15261 | 3843 | 3843 | 240,52 | 1299

2951011 | 1012 3919 | 1012 [ 1012 | 363,68 | 2609 | 3214 | 3799 600 26261 | 3344 | 3347 22401

315| 923| 925 2351 | 925| 925 299,11 | 2645| 2904 [ 2907 600 2499 | 2907 | 2907 | 2660,20 | 18331

335| 844 | 845 2399 | 845| 845 191,93 | 2153 | 2502 [ 2502 | 3553,32 529 | 2502 | 2502 | 323,20 | 2625

355 | 763 | 765 2493 | 765 | 765| 250,67 | 2537 | 2154 | 2154 600 2425 | 2154 | 2154 | 33554 | 2439

375| 683 | 685 2483 | 685 | 685 259,61 | 2573 | 1834 | 1938 600 29705 | 1850 | 1850 | 331,25| 2553

395| 621| 621 2629 | 621 | 621 230,20 | 2641 | 1569 | 1605 600 8709 | 1588 | 1588 | 265,75| 2343

415| 561 | 561 1071 | 561 | 561 | 94,56 | 1639 | 1348 | 1348 600 2517 | 1348 | 1348 | 586,26 | 5877

435| 501 | 501 2339 | 501 501 167,88 | 2357 | 1139| 1199 600 1379 | 1139 | 1139 | 217,43| 2383

455 | 441 | 441 2339 | 441 | 441 168,97 | 2357 939 964 600 3317 946 946 | 188,98 | 2281

475| 381 | 381 2341 | 381 | 381 170,32 | 2357 739 854 600 45521 774 774 | 194,88 | 2293

495| 321 | 321 2321 | 321 | 32117124 | 2357 539 748 600 50751 618 618 0,21 1
515| 261 | 274 18893 | 274 | 274 118,64 | 2083 454 540 600 52015 498 498 | 163,21 | 2451
535| 201 | 234 [0 ‘ 40453 | 234 | 234| 23,88 381 391 413 600 739 391 391 | 138,51 | 2293
555 | 141 | 194 51479 | 194 | 194| 90,58 | 1837 308 329 600 681 308 308 | 11543 2151
575 81| 154 63751 | 154 | 154 106,82 | 2147 228 279 600 769 228 228 | 13529| 2431
595 21| 117 [eelooi ‘ 81675 | 114 | 114 112,47 | 2205 162 175 600 521 162 162 94,49 | 1975
615 74 Ny 3600* ‘ 1775 74 741 116,38 | 2277 102 135 600 675 102 102 | 119,19 | 2377
635 34 LY 3600* ‘ 1839 34 34| 117,31 | 2277 42 56 SlOJlell 127047 56 56 55,83 | 1271
655 9 9 1 9 9 0,04 1 16 17 600 261 16 16 67,11 | 1455
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Tab. 52 Porovnanie algoritmov zovseobecneného Erlenkotterovho pristupu na Trendiaskom kraji

Uloha p-medidnu Uloha vizeného p-medidnu
TN Zakladny Vylepseny Zdkladny Vylepseny
p | DH | HH | t[s] nN DH | HH | t[s] | nN | DH nN DH | HH | t[s] | nN
15| 2178 | 2178 | 52,59 2851 | 2178 | 2178 | 1,65 21| 21104 111817 | 24567 | 24567 | 0,74 1
30| 1382 | 1382 | 50,57 3983 | 1382 | 1382 | 4,90 | 229 | 14493 139943 | 14769 | 14769 | 9,94 | 45
45| 1022 | 1022 6,89 31| 1022 | 1022 | 4,92| 291| 9920 3| 9920| 9920 | 10,03 | 93
60| 818| 820 183883 | 819| 819| 2,87| 259| 7218 117071 | 7280 | 7280 | 13,96 | 181
75| 682] 682 177| 682| 682| 240| 255| 5452 120809 | 5512 | 5512 17,93 | 627
90| 574 | 581 168019 | 578 | 578 | 2,31| 343 | 3727 215817 | 4249 | 4249 | 15,17 | 387
105| 493 | 493 779 | 493 493| 545| 815| 3342 249305 | 3348 | 3348 10,69 | 603
120 | 417| 419 300327 | 418 | 418 13,32 | 1363 | 2658 329 | 2658 | 2658 | 7,81 | 327
135| 358| 358 | 51,40 405| 358 | 358| 522| 643| 2072 1001 | 2072 | 2072 | 18,58 | 999
150 | 298| 298| 97,02 1033 | 298| 298| 9,67 | 1033 | 1532 255023 | 1569 | 1569 | 9,92 | 625
165| 244 | 244| 102,81 1083 | 244 | 244 | 9,07 | 1203 992 366213 | 1187 | 1187 | 15,38 | 985
180 | 199 | 199 | 88,50 765| 199 199| 521| 865 452 461673 858 858 | 9,19 785
195| 154 | 154 | 100,74 979 | 154| 154| 6,78 | 1015 606 907 606 606 | 8,77 | 867
210 109| 109| 97,92 923 | 109 109| 6,89 | 1043 401 641 401 401 | 5,04 ] 641
225 64 [N 3600* ‘ 748963 78 78| 161| 307 221 541599 242 242 | 294 | 467
240 19 52 Rl 1008591 48 48| 4,86 993 136 703 136 136 | 3,86 | 715
255 21 21 0,50 1 21 21| 0,02 1 57 1006775 62 62| 2,68 595
270 6 6 0,47 1 6 6| 0,01 1 11 9909 11 11| 2,04 | 547
Tab. 53 Porovnanie algoritmov zovieobecneného Erlenkotterovho pristupu na Trnavskom kraji
Uloha p-medidnu Uloha vézeného p-medidnu
TT Zakladny Vylepseny Zakladny Vylepseny
p |DH|HH | t[s] nN |DH | HH | ts] nN | DH | HH | t[s] nN | DH | HH | t[s] |nN
15 | 2064 | 2064 11,61 143 | 2064 | 2064 46,86 1153 | 27831 | 27831 9,59 1107 | 27831 | 27831 | 18,06 | 45
30| 1336 | 1336 | 187,35 1443 | 1336 | 1336 | 480,86 | 23583 | 16043 | 16906 131763 | 16306 | 16306 | 9,19 | 57
45 1005 | 1005 | 280,50 2347 | 1005 | 1005 | 1616,57 | 112977 | 11631 | 11631 18235 | 11631 | 11631 | 11,33 | 121
60| 792| 792| 142627 | 10003 | 784 | 792 331677 | 8541 8779 153901 | 8606 | 8606 | 8,06 | 109
75| 635| 635 38,30 539 | 635| 635 8,01 1117 | 6445| 6445| 49,80 2527 | 6445| 6445 0,06 1
90| 498 | 561 3600*‘ 332175 | 523 | 523 1,41 235| 4950 | 4950 0,66 3| 4950| 4950 0,04 1
105| 433| 438 3600*‘ 265059 | 438 | 438 4,99 999 | 3799 | 3799 | 19,17 313 | 3799 | 8799 | 9,12 297
120 | 363 | 363 38,64 941 | 363| 363 4,53 661 | 2761 | 3001 S0l 267365 | 2890 | 2890 | 7,63 | 335
135| 302 | 302 49,79 395| 302 | 302 2,04 387 | 2212 | 2212| 40,56 891 | 2212 | 2212 16,28 | 897
150 | 242 | 242 54,57 937 | 242 | 242 6,03 961 | 1639 | 1639 | 35,38 399 | 1639 | 1639 | 6,12 395
165| 194 | 194 0,26 1| 194| 194 0,00 1] 1196 | 1196| 36,64 559 | 1196 | 1196 | 6,20 | 559
180 | 149 | 149 69,37 833 | 149 149 4,27 857 791 872 G008 495857 841 841 | 7,25| 753
195| 104 | 104 67,11 833 | 104| 104 4,49 887 563 563 | 78,04 495 563 563 | 4,02 | 495
210 71 71 0,29 1 71 71 0,00 1 338 338 | 74,69 467 338 338 | 3,20 467
225 41 41 53,98 551 41 41 1,96 513 160 160 3,18 903 160 160 | 2,68 | 453
240 11 11 76,33 929 11 11 3,36 881 33 33| 19,76 7405 33 33| 2,37 | 525
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Tab. 54 Porovnanie algoritmov zovieobecneného Erlenkotterovho pristupu na Zilinskom kraji

Uloha p-medidnu

Uloha vazeného p-medidnu

ZA Zdkladny Vylepseny Zdkladny VylepSeny
p | DH | HH | f{[s] nN | DH | HH t[s] nN | DH | HH | t[s] nN DH | HH | t[s] | nN
15| 2803 | 2803 | 129,14 2689 | 2803 | 2803 60,38 887 | 36696 | 36696 | 24,17 1283 | 36696 | 36696 | 17,09 13
30| 1832| 1832| 37,49 123 | 1832 | 1832 | 291,23 | 7357 |22209 | 22209 | 52,89 2161 | 22209 | 22209 | 4,14 9
45| 1400 | 1400 | 980,18 | 40879 | 1400 | 1400 21,85 703 | 15756 | 15756 | 206,46 3413 | 15756 | 15756 | 28,14 141
60| 1138 | 1138 | 134,92 1025 | 1138 | 1138 | 1761,89 | 85877 | 11771 | 11771 | 33,64 643 | 11771 | 11771 | 0,16 1
75 942 945 {00l 173089 944 944 21,39 973 | 9023 | 9023 | 51,64 937 | 9023 | 9023 | 48,96 675
90 801 801 1207 801 801 16,94 983 | 7013 | 7013 | 101,84 1681 | 7013 | 7013 | 27,67 669
105 679 697 [elslfolgl 110917 686 686 13,38 909 | 5594 | 5594 | 145,09 3025 | 5594 | 5594 | 17,28 287
120 559 651 IS0l 178885 595 595 29,94 | 1793 | 4459 | 4480 148687 | 4476 | 4476 | 26,50 655
135 439 590 ElEVolll 220747 516 516 4,62 503 | 3349 | 3930 177343 | 3553 | 3553 | 0,06 1
150 319 538 Lol 248933 441 441 | 203,05| 21119 | 2738 | 2907 |e{slojolll 173363 | 2788 | 2788 | 0,05 1
165 199 479 B[V 272521 372 372 13,36 | 1117 | 2167 | 2173 [e{slofolll 230599 | 2172 | 2172 | 15,28 689
180 312 312 1181 312 312 14,18 | 1175| 1676 | 1684 [E[CO[iil 192479 | 1684 | 1684 | 22,94 993
195 251 258 el 202915 257 257 11,56 | 1101 | 1196 | 1479 e[Sl 273519 | 1265 | 1265 | 7,42 405
210 191 221 Rl 312711 212 212 6,71 813 716 | 1223 |l 338199 923 923 | 12,57 787
225 131 183 [E{sl0[olll 391103 167 167 10,40 | 1173 236 979 WRIV0l 403707 654 654 | 12,70 953
240 122 123 EElslololll 322809 123 123 10,05 | 1247 414 502 R[S0l 374355 434 434| 5,99 509
255 77 96 [Relslofolgll 409865 93 93 3,90 557 174 380 RISV0il 518093 265 265 | 8,92 907
270 63 63 | 260,65 1143 63 63 6,92 | 1107 128 160 [elslofolal 490333 146 146 | 5,25 721
285 33 33 | 249,52 1145 33 33 6,78 | 1083 56 69 RS0 614543 69 69| 4,56 727
300 14 14 0,71 1 14 14 0,01 1 20 20| 613,32 | 13709 20 20| 2,89 593
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Tab. 55 Porovnanie algoritmov zov§eobecneného Erlenkotterovho pristupu na Slovensku

Uloha p-medianu Uloha vdzeného p-medidnu

SR Zakladny Vylepseny Zakladny Vylepseny
p | DH | HH | t[s] |nN| DH nN | DH HH DH HH | t[s] | nN
50 | 43824 | 45995 [Relso[od 5| 43825 31| 532434 | 538352 530812 | 542459 11
100 | 30053 | 31079 3| 30026 61 | 315822 | 315963 315439 | 317897 21
150 | 24012 | 25367 5| 24015 79 | 236928 | 238334 236954 | 241067 39
200 | 20320 | 21367 5| 20314 87 | 186700 | 208082 191893 | 195416 55
250 | 17742 | 18806 5| 17812 89 | 137500 | 195447 161240 | 162327 61
300 | 15900 | 16606 3| 15897 103 | 88300 | 190639 138795 | 141645 75
350 | 14401 | 15295 3| 14396 107 | 117070 | 135007 121899 | 124377 91
400 | 13151 | 14064 3| 13170 111 | 95770 | 129188 108274 | 111130 93
450 | 12120 | 12898 3| 12125 101 | 95621 | 103367 96774 | 98500 103
500 | 11219 | 12059 3| 11214 121 | 83022 | 99604 86976 | 89340 105
550 | 10434 | 11116 3| 10440 111 | 78568 | 78917 78554 | 81127 129
600 | 9735 | 10559 3| 9736 123 | 71191 | 72811 71288 | 73861 139
650 | 9106 | 10056 3| 9100 175| 65012 | 65447 64996 | 66870 137
700 | 8562 | 9466 3| 8559 193 | 59269 | 61646 59468 | 60970 145
750 | 8067 | 8885 3| 8069 199 | 54555| 55513 54576 | 56294 173
800 | 7617 | 7937 3| 7611 183 | 50161 | 50912 50200 | 51877 163
850 | 7166 | 7478 3| 7211 189 | 45811 | 48765 46230 | 47937 149
900 | 6812| 7031 3| 6842 275 | 42524 | 43642 42617 | 44127 161
950 | 6494 | 6844 3| 6492 311 | 39331 | 39738 39344 | 40583 193
1000 | 6166 | 6931 3| 6165 415 | 36332 | 36527 36336 | 37993 229
1050 | 5866 | 6218 3| 5865 415 | 33566 | 34396 33619 | 35128 237
1100 | 5566 | 5709 3| 5566 361 | 30816 | 33229 31095 | 32912 263
1150 | 5305| 6271 3| 5305 377 | 28067 | 31554 28723 | 30125 257
1200 | 5055 | 5573 3| 5055 441 | 25317 | 30210 26530 | 28260 281
1250 | 4805 | 4920 3| 4805 439 | 22567 | 28998 24472 | 25735 307
1300 | 4555 | 4719 3| 4556 415 | 19817 | 27784 22616 | 24593 349
1350 | 4305 | 4582 3| 4306 415| 17067 | 26636 20854 | 22563 353
1400 | 4055 | 4454 3| 4092 1083 | 17471 | 22833 19236 | 20979 365
1450 | 3805 | 4304 3| 3892 1075 | 15221 | 21794 17721 | 19254 363
1500 | 3555 | 4170 3| 3692 1073 | 16313 | 16801 16310 | 18655 401
1550 | 3305| 4033 3| 3493 879 | 14961 | 15521 14968 | 16518 399
1600 | 3055 | 3900 3| 3293 875| 13611 | 14873 13738 | 15391 373
1650 | 2805 | 3768 3| 3093 873 | 12261 | 13971 12540 | 13951 449
1700 | 2555| 3639 3| 2893 869 | 10911 | 13227 11452 | 12958 567
1750 | 2305| 3516 3| 2711 1187 | 10402 | 11065 10426 | 11721 627
1800 | 2561 | 3396 3| 2561 1177 9446 9471 9446 | 10538 689
1850 | 2411 | 2848 3| 2411 1169 8546 8935 8546 | 10067 695
1900 | 2261 | 2378 3| 2261 1165 7731 7920 7731 8927 675
1950 | 2111 | 2162 3| 2111 997 6970 7156 6970 8064 719
2000 | 1961 | 2073 3| 1961 1073 6238 6312 6238 7109 773
2050 | 1811 | 1982 3| 1811 1071 5538 5908 5583 6467 867
2100 | 1661 | 1862 3| 1661 1035 4838 5495 4983 6153 819
2150 | 1511 | 1743 3| 1511 1063 4138 5156 4382 4882 999
2200 | 1361 | 1635 3| 1361 1103 3438 4785 3864 4582 1061
2250 | 1211 | 1524 3| 1211 1125 2738 4456 3373 3894 1107
2300 | 1090 | 1460 3| 1090 1075 2038 4095 2923 3644 1107
2350 990 | 1073 3 990 1065 1338 3714 2514 3062 1081
2400 890 904 3 890 1271 638 3355 2114 2826 1081
2450 790 816 3 790 1269 783 3131 1790 2347 1719
2500 690 736 3 690 1263 183 2830 1490 2154 1717
2550 590 648 3 590 1257 914 1733 1190 1978 1721
2600 490 560 3 490 3600* ‘ 1261 514 1541 947 1234 2047
2650 390 472 3 390 3600* ‘ 1255 114 1342 747 1109 2061
2700 290 385 3 290 3600* ‘ 1245 547 714 547 973 2051
2750 190 295 3 190 3600* \ 1241 370 392 370 543 2277
2800 90 206 3 114 1 220 298 220 431 2285
2850 64 64 3 64 3 70 174 110 167 2411
2900 14 15 [efsloid 3 14 1569 10 30 14 31 2185
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Priloha 9: Porovnanie iterativneho a zov§eobecneného algoritmu

Experimenty na porovnavanie iterativneho a zovSeobecneného algoritmu som realizoval pre
ulohu p-medianu, tlohu vazeného p-medianu a kapacitne neobmedzenu umiestiiovaciu
ulohu na jednotlivych Slovenskych krajoch, celom Slovensku [48] alebo Beasleyho tilohach
[43]. V Tab. 56 az Tab. 65 je porovnavany vylepseny algoritmus pMBBDual s vylepSovacou
heuristikou V1 svylepSenym algoritmom pMedBBDual vo vypo¢tom ¢ase, kvalite
ziskaného rieSenia.

Vylepseny algoritmus pMBBDual s vylepsovacou heuristikou V1 je reprezentovany
algoritmom, ktory je popisany v kapitole 4.2.2, kde metddou hrubého odhadu Lagrangeovho
multiplikatora s fixnou hodnotou exponenta oo = 1,1 a parametrom delenia r = 8§ hl'adam
najlepSie nastavenie Lagrangeovho multiplikatora. VylepSenie ziskaného rieSenia bolo
dosiahnuté vkladacou heuristikou so stratégiou najlepsi vhodny (vid’ kapitola 4.1.1).

Vylepseny algoritmus pMedBBDual je reprezentovany algoritmom, ktory je popisany
v kapitole 4.4, pozostavajuci hlavne z ICDA procediry na ziskanie dolnej hranice (vid’
kapitola 4.4.1), sposobu spracovania vrcholu stromu vetvenia s pociatoénym nastavenim
dudlnych premennych (vid’ kapitola 4.4.2), algoritmu pre ziskanie minimalnej mnoziny
umiestnenych stredisk F1 (vid’ 4.4.4) a algoritmu pre ziskanie kandidata na vetvenie V5 (vid’
kapitola 4.4.3).

V Tab. 56 az Tab. 65 hodnota p udava testovany maximalny pocet vybudovanych
stredisk, DH udava dolnu hranicu riesenia, HH udava hodnotu ziskaného riesenia, t[s] udava
ziskany vypoctovy ¢as, farebne je vyznadené ziskanie optimalneho riesenia (v stipcoch HH)
a symbolom 3600* je vyznacené predcasné ukoncenie algoritmu po jednej hodine vypoctu
(v stlpcoch t[s]). V Tab. 64 si vysledky realizovanych experimentov kapacitne

neobmedzenej umiestiiovacej tlohy.
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Tab. 56 Porovnanie algoritmov na Bratislavskom kraji

Uloha p-medidnu Uloha vézeného p-medidnu
BA pMBBDual pMedBBDual pMBBDual pMedBBDual
p DH HH t[s] DH HH t[s] DH HH t[s] DH HH t[s]
5 840 840 0,12 840 840 0,19 32891 32891 0,05 32891 32891 0,49
10 541 541 0,04 541 541 0,43 18509 18509 0,03 18509 18509 1,90
15 402 405 0,18 403 403 0,14 11763 11763 0,02 11763 11763 1,09
20 317 317 0,10 317 317 0,10 7696 7696 0,02 7696 7696 0,48
25 260 261 0,06 261 261 0,76 5604 5604 0,03 5604 5604 0,23
30 219 219 0,06 219 219 0,07 4274 4274 0,01 4274 4274 0,29
35 184 187 0,06 187 187 0,03 3248 3248 0,02 3248 3248 0,14
40 157 159 0,04 159 159 0,10 2444 2444 0,02 2444 2444 0,60
45 134 134 0,04 134 134 0,12 1812 1812 0,01 1812 1812 0,01
50 111 111 0,03 111 111 0,00 1326 1326 0,02 1326 1326 0,34
55 91 91 0,03 91 91 0,13 948 948 0,02 948 948 0,29
60 71 71 0,03 71 71 0,14 685 685 0,02 685 685 0,21
65 55 55 0,02 55 55 0,00 485 485 0,04 485 485 0,21
70 40 40 0,01 40 40 0,11 311 311 0,02 311 311 0,23
75 25 25 0,01 25 25 0,10 165 165 0,01 165 165 0,01
80 12 12 0,01 12 12 0,00 66 66 0,02 66 66 0,10
85 2 2 0,01 2 2 0,05 14 14 0,01 14 14 0,07
Tab. 57 Porovnanie algoritmov na Banskobystrickom kraji
Uloha p-medidnu Uloha vdzeného p-medidnu
BB pMBBDual pMedBBDual pMBBDual pMedBBDual
p DH | HH t[s] DH | HH t[s] DH HH t[s] DH HH t[s]

15 6399 6399 341 6399 6399 538,48 46716 46716 0,63 46716 46716 103,97
35 3919 3919 75,96 3896 3922 24172 24172 0,24 24172 24172 149,45
55 2927 2930 3,29 2917 2929 16461 16461 0,32 16461 16461 61,42
75 2388 2389 78,97 2375 2390 12457 12457 0,19 12457 12457 1237,02
95 2000 2000 1,63 2000 2000 9842 9842 0,39 9842 9842 2119,03
115 1708 1708 34,61 1701 1710 7980 7980 0,31 7980 7980 242,48
135 1479 1479 34,81 1470 1480 6596 6596 0,17 6596 6596 118,53
155 1296 1301 2,06 1298 1298 22,37 5517 5517 0,25 5517 5517 126,01
175 1148 1148 1,93 1148 1148 93,25 4581 4581 0,22 4581 4581 45,48
195 1023 1023 30,16 1023 1023 119,93 3826 3826 0,15 3826 3826 0,10
215 903 915 4,07 914 914 24,75 3218 3218 0,19 3218 3218 146,78
235 814 814 1,24 814 814 100,66 2703 2703 0,16 2703 2703 84,59
255 714 716 0,91 715 715 91,82 2254 2254 0,30 2254 2254 123,26
275 614 636 0,77 635 635 73,15 1868 1868 0,13 1868 1868 107,06
295 555 555 0,63 555 565 68,50 1532 1532 0,11 1532 1532 58,08
315 475 475 0,56 475 475 82,08 1242 1242 0,25 1242 1242 79,62
335 395 409 1,46 408 408 30,61 999 999 0,25 999 999 75,75
355 348 348 0,51 348 348 47,30 789 789 0,19 789 789 29,13
375 288 288 0,65 288 288 51,96 619 619 0,19 619 619 66,87
395 228 228 0,81 228 228 51,42 473 473 0,16 473 473 36,24
415 168 173 1,04 173 173 38,63 353 353 0,23 353 353 49,74
435 133 133 0,68 133 133 10,08 240 240 0,20 240 240 41,22
455 93 93 2,39 93 93 37,70 158 158 0,20 158 158 40,38
475 53 53 2,49 53 53 40,88 82 82 0,13 82 82 30,80
495 19 19 2,19 19 19 0,07 32 32 0,23 32 32 25,05
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Tab. 58 Porovnanie algoritmov na Kosickom kraji

Uloha p-medidnu Uloha vizeného p-medidnu
KE pMBBDual pMedBBDual pMBBDual pMedBBDual

p DH | HH t[s] DH | HH t[s] DH HH t[s] DH HH t[s]

15 4756 4756 6,04 4756 4756 734,80 46969 46969 0,19 46969 46969 3,51

35 2933 2933 15,47 2933 2933 947,08 25000 25000 0,29 25000 25000 1,43

55 2222 2222 25,83 2209 2222 17410 17410 0,14 17410 17410 127,42

75 1806 1806 151,47 1795 1806 13192 13192 0,20 13192 13192 70,03

95 1506 1508 216,44 1503 1508 10342 10342 0,46 10342 10342 1241,98
115 1269 1273 79,92 1266 1271 8228 8228 0,19 8228 8228 42,65
135 1094 1098 28,22 1093 1097 6695 6695 0,19 6695 6695 849,41
155 957 963 154,16 957 962 5575 5575 0,27 5575 5575 93,62
175 841 845 175,70 842 846 4641 4641 0,23 4641 4641 216,16
195 744 744 42,74 742 744 3867 3867 0,16 3867 3867 64,98
215 644 657 45,83 653 654 3227 3227 0,20 3227 3227 208,47
235 574 574 3,77 573 574 2680 2680 0,22 2680 2680 43,92
255 494 494 3,93 493 494 2206 2206 0,20 2206 2206 2,97
275 414 431 3,95 431 431 1789 1789 0,23 1789 1789 86,59
295 371 371 3,81 371 371 1410 1410 0,20 1410 1410 82,90
315 311 311 3,82 311 311 1083 1083 0,21 1083 1083 32,77
335 251 251 3,87 251 251 837 837 0,20 837 837 60,72
355 191 192 3,99 192 192 630 630 0,19 630 630 49,69
375 152 152 3,76 152 152 451 451 0,20 451 451 23,71
395 112 112 3,90 112 112 298 298 0,15 298 298 21,06
415 72 72 3,96 72 72 178 178 0,20 178 178 33,89
435 32 32 4,00 32 32 83 83 0,17 83 83 23,12
455 5 5) 3,74 5 5 11 11 0,16 11 11 16,07

Tab. 59 Porovnanie algoritmov na Nitrianskom kraji

Uloha p-medidnu Uloha vizeného p-medidnu
NR pMBBDual pMedBBDual pMBBDual pMBBDual
p DH | HH t[s] DH | HH t[s] DH HH t[s] DH HH t[s]
15 3378 3378 8,21 3378 3378 65,18 40952 40952 0,60 40952 40952 12,13
30 2316 2316 5,77 2316 2316 653,34 25445 25445 0,32 25445 25445 34,07
45 1812 1812 58,16 1799 1812 600 18525 18525 0,51 18525 18525 490,28
60 1472 1472 12,98 1466 1472 600 14496 14496 0,14 14496 14496 770,12
75 1236 1236 17,47 1231 1237 600 11512 11512 0,16 11512 11512 364,52
90 1056 1056 20,38 1056 1056 1406,63 9278 9278 0,34 9278 9278 637,99
105 916 923 341 921 921 30,83 7633 7633 0,15 7633 7633 417,80
120 805 805 1,98 805 805 98,11 6371 6371 0,19 6371 6371 64,03
135 707 707 3,20 707 707 23,79 5304 5304 0,14 5304 5304 33,73
150 617 626 1,99 624 624 20,89 4386 4386 0,08 4386 4386 35,95
165 549 549 1,67 549 549 29,61 3621 3621 0,07 3621 3621 21,33
180 474 481 1,41 480 480 25,94 2965 2965 0,08 2965 2965 22,97
195 399 421 1,63 420 420 6,98 2414 2414 0,08 2414 2414 29,86
210 360 360 1,47 360 360 21,71 1954 1954 0,09 1954 1954 33,55
225 300 300 1,38 300 300 21,51 1556 1556 0,10 1556 1556 17,15
240 240 252 1,37 252 252 9,54 1194 1194 0,09 1194 1194 17,50
255 207 207 1,52 207 207 13,64 893 893 0,09 893 893 13,32
270 162 162 1,46 162 162 13,75 655 655 0,09 655 655 20,63
285 117 118 1,53 118 118 9,23 457 457 0,09 457 457 16,74
300 88 88 1,19 88 88 6,21 301 301 0,08 301 301 10,28
315 58 58 1,24 58 58 741 174 174 0,09 174 174 10,97
330 28 28 1,26 28 28 10,54 78 78 0,10 78 78 10,06
345 5 5 1,21 5 5 0,01 14 14 0,09 14 14 5,43
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Tab. 60 Porovnanie algoritmov na PreSovskom kraji

Uloha p-medidnu

Uloha vazeného p-medianu

PO pMBBDual pMedBBDual pMBBDual pMedBBDual
p DH | HH t[s] DH | HH DH HH t[s] DH HH t[s]
15| 8546 | 8546 2353 8480| 8611 55422 | 55422 | 125| 55422 | 55422 50573
35| 5271| 271 330412 5232 | 5271 32281 | 32281| 191| 32281| 32281 489,09
55| 4031| 4038| 211122 4006 4032 23268 | 23268 081| 23268| 23268 286,69
75| 3308 | 3308 2562,95| 3283 3309 18273 | 18278| 175| 18273 | 18278| 238,37
95| 2814 2815| 217471 2806 | 2814 14788 | 14788 240 14783 | 14788| 110810
115| 2425 | 2426| 657,23 | 2426 | 2426 12341 12341 187 12341| 12841| 1926,29
135| 2147 | 2147| 42890 | 2143| 2147 10429 | 10429 091 10429 | 10429| 17395
155 1931| 1981|  20645| 1927 | 1981 8004 | 8904| 160 8s90| 8904 [EIN
175| 1743| 1743| 51907 | 1740| 1743 7689 | 7689| 115 7689 | 7689| 936,30
195| 1581| 1587  41910| 1581| 1584 6656 |  6656| 143| 6656 |  6656| 1573,57
215| 1444 1447]  17071| 1441[ 1445 5791| 5791| 240 5770 5792
235| 1323| 1823|  16782| 1323| 1823 94391| 5055| 5055| 1,85| 5055| 5085| 534,72
255| 1203| 1214| 161,75| 1212| 1212| 7369| 4414| 4414| 097| 4414| a414| 367,22
275 1112 m12|  12911| 1112 1112 31443| 3843| 3844| 1,06| 3843| 3843 24052
205| 1012| 1012| 12933| 1012| 1012| 36368| 3347| 8347| 1,12| 3344| 3347 600
35| 912 929] 32076| 925| 925| 29911 2907 | 2907| 086] 2907 | 2907| 2660,20
335| 845| 45| 11440| 45| 845| 19193| 2502 | 2502| 087 2502 | 2502| 323,20
355| 765| 765|  11569| 765| 765 25067 | 2154 | 2154| 075 2154 | 2154| 33554
375| 685| 685| 11552| 685| 685| 25961| 1850 | 1850| 083 1850| 1850| 331,25
395| 605 624| 11793| 21| 621| 23020| 1588 | 1588| 086| 1583 | 1588| 26575
415| 525| 564| 13587| 561| 561| 9456| 1348| 1348| 101| 1348| 1348| 586,26
435| 501| 01| 14617| 501| 501| 167,88| 1139| 1189| 086 1139 | 1189| 217,43
455| 441| 441| 11657| 441| 441| 16897| 946|  946| 079 o46|  946| 188,98
475| 381| 381| 11666| 381| 381| 17032|  774|  774| 076  774|  774| 19488
a95| 321| 321| 11699| 321| 321| 17124 618|  618| 073 618| 618 0,21
515| 261| 274| 11927| 274| 274| 11864|  498|  498| 102 498|  498| 16321
535| 234 234| 13374| 234| 234| 2388| 391|  391| 091 301|  391| 13851
555| 194| 94| 13501| 194| 194| 9058| 308|  308| 087 308|  308| 11543
575| 154| 54| 13416| 154| 154| 10682|  208|  228| 102  228|  228| 13529
505| 114 114| 13329] 114| 114| 11247 162| 162 086| 162| 162 94,49
615| 74| 74| 12696| 74| 74| 11638 102| 02| 110 102|  102| 119,19
635| 34| 84| 12680| 34| 34| 11731 56 56| 0,85 56 56 55,83
655 9 9| 12625 9 9 0,04 16 16| 1,09 16 16 67,11
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Tab. 61 Porovnanie algoritmov na Tren¢ianskom kraji

Uloha p-medidnu

Uloha vazeného p-medianu

TN pMBBDual pMedBBDual pMBBDual pMBBDual
p DH HH t[s] DH HH t[s] DH HH t[s] DH HH t[s]
15 2178 2178 0,56 2178 2178 1,65 24567 24567 0,24 24567 24567 0,74
30 1382 1382 0,32 1382 1382 4,90 14769 14769 0,13 14769 14769 9,94
45 1022 1022 0,32 1022 1022 4,92 9920 9920 0,14 9920 9920 10,03
60 818 820 0,29 819 819 2,87 7280 7280 0,15 7280 7280 13,96
75 680 682 0,32 682 682 2,40 5512 5512 0,10 5512 5512 17,93
90 578 578 0,19 578 578 2,31 4249 4249 0,06 4249 4249 15,17
105 488 495 0,21 493 493 5,45 3348 3348 0,07 3348 3348 10,69
120 418 419 0,21 418 418 13,32 2658 2658 0,10 2658 2658 7,81
135 358 358 0,15 358 358 5,22 2072 2072 0,07 2072 2072 18,58
150 298 298 0,16 298 298 9,67 1569 1569 0,05 1569 1569 9,92
165 238 244 0,18 244 244 9,07 1187 1187 0,05 1187 1187 15,38
180 199 199 0,15 199 199 5,21 858 858 0,04 858 858 9,19
195 154 154 0,16 154 154 6,78 606 606 0,05 606 606 8,77
210 109 109 0,18 109 109 6,89 401 401 0,04 401 401 5,04
225 78 78 0,15 78 78 1,61 242 242 0,03 242 242 2,94
240 48 48 0,15 48 48 4,86 136 136 0,04 136 136 3,86
255 21 21 0,15 21 21 0,02 62 62 0,03 62 62 2,68
270 6 6| 015 6 6 0,01 11 11| 004 11 1 2,04
Tab. 62 Porovnanie algoritmov na Trnavskom kraji
Uloha p-medidnu Uloha vdzeného p-medidnu
TT pMBBDual pMedBBDual pMBBDual pMBBDual
p DH HH t[s] DH HH t[s] DH HH t[s] DH HH t[s]
15 2064 2079 1,68 2064 2064 46,86 27831 27831 0,63 27831 27831 18,06
30 1336 1336 0,32 1336 1336 480,86 16306 16306 0,30 16306 16306 9,19
45 1004 1006 4,81 1005 1005 1616,57 11631 11631 0,04 11631 11631 11,33
60 792 792 13,53 784 792 600 8606 8606 0,07 8606 8606 8,06
75 635 635 8,02 635 635 8,01 6445 6445 0,02 6445 6445 0,06
90 522 523 0,53 523 523 141 4950 4950 0,03 4950 4950 0,04
105 433 438 0,38 438 438 4,99 3799 3799 0,02 3799 3799 9,12
120 363 363 0,32 363 363 4,53 2890 2890 0,03 2890 2890 7,63
135 288 303 0,40 302 302 2,04 2212 2212 0,05 2212 2212 16,28
150 242 242 0,29 242 242 6,03 1639 1639 0,03 1639 1639 6,12
165 194 194 0,63 194 194 0,02 1196 1196 0,05 1196 1196 6,20
180 149 149 0,30 149 149 4,27 841 841 0,05 841 841 7,25
195 104 104 0,31 104 104 4,49 563 563 0,04 563 563 4,02
210 71 71 0,30 71 71 0,02 338 338 0,04 338 338 3,20
225 41 41 0,31 41 41 1,96 160 160 0,05 160 160 2,68
240 11 11 0,32 11 11 3,36 33 33 0,03 33 33 2,37
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Tab. 63 Porovnanie algoritmov na Zilinskom kraji

Uloha p-medidnu Uloha vézeného p-medidnu
ZA pMBBDual pMedBBDual pMBBDual pMBBDual
p DH HH t[s] DH HH t[s] DH HH t[s] DH HH t[s]
15 2803 2803 1,53 2803 2803 60,38 | 36696 | 36696 0,47 | 36696 | 36696 17,09
30 1832 1832 1,50 1832 1832 | 291,23 22209 22209 0,18 22209 22209 4,14
45 1400 1400 0,35 1400 1400 21,85 15756 15756 0,10 15756 15756 28,14
60 1138 1139 1,55 1138 1138 | 1761,89 | 11771 | 11771 0,04| 11771 | 11771 0,16
75 944 945 0,39 944 944 21,39 9023 9023 0,10 9023 9023 48,96
90 801 801 0,26 801 801 16,94 7013 7013 0,08 7013 7013 27,67
105 686 687 0,82 686 686 13,38 5594 5594 0,05 5594 5594 17,28
120 595 595 0,27 595 595 29,94 4476 4476 0,04 4476 4476 26,50
135 505 519 0,32 516 516 4,62 3553 3553 0,03 3553 3553 0,06
150 441 441 0,28 441 441 | 203,05 2788 2788 0,04 2788 2788 0,05
165 366 376 0,31 372 372 13,36 2172 2172 0,04 2172 2172 15,28
180 312 312 0,22 312 312 14,18 1684 1684 0,06 1684 1684 22,94
195 252 257 0,20 257 257 11,56 1265 1266 0,05 1265 1265 7,42
210 192 212 0,43 212 212 6,71 923 923 0,03 923 923 12,57
225 167 167 0,14 167 167 10,40 654 654 0,04 654 654 12,70
240 122 123 0,32 123 123 10,05 434 434 0,02 434 434 5,99

255 93 93 0,12 93 93 3,90 265 265 0,03 265 265 8,92
270 63 63 0,13 63 63 6,92 146 146 0,02 146 146 5,25
285 33 33 0,31 33 33 6,78 69 69 0,03 69 69 4,56
300 14 14 0,28 14 14 0,01 20 20 0,02 20 20 2,89

Tab. 64 Porovnanie algoritmov pre kapacitne neobmedzent umiestiiovaciu ulohu

Vylepseny pMBBDual+V1 Vylepseny pMedBBDual
Ulohy | Benchmark DH HH NoF | t[s] DH HH NoF | t[s]
= |A 17156455 | 17 156 455 4| 030| 17156455 | 17156455 4 1,80
2 B 12979087 | 12979 087 7| 076| 12979087 | 12979087 7 3,47
@ c 11505581 | 11505581 9| 115| 11505581 | 11505581 9 8,27
1000_0101 18718735 | 18718735 1| 4413| 18718735| 18718735 1 49,58
S 10000102 356 725 356725| 181 4,9 356 725 356725| 181 150078
S | 1000 0103 270383 270383 | 284 1438 270 342 270386 | 285 3600*
g 1000_0104 229674 229674| 366| 454 299 674 229674| 366
% 1000_0105 186 790 186790 | 479| 325 186 787 186790 | 479 3600*
o 1000_0106 141 950 141950 | 686| 142 141 950 141950 | 686 184
1000_0107 87 427 87427| 1000| 048 87 427 87427 | 1000 0,90

Lstipec Ulohy udava oznacenie skupiny aloh

2stipec Benchmark udéava testovanu alohu

3 stipec DH — hodnota dolnej hranice riesenia

4 stipec HH ud4va hornt hranicu riesenia

5 stipce NoF ud4va poGet umiestnenych stredisk

8 stipce t[s] udéva Gas trvania vypoctu algoritmu

7 gervena farba — predgasné zastavenie algoritmu po 1 hodine vypodtu
8 zelen4 farba — ziskanie optimélneho riesenia
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Tab. 65 Porovnanie algoritmov na Slovenskej cestnej sieti pre Glohu vazeného p-medianu

Uloha vdZeného p-medidnu
SR pMBBDual pMedBBDual
D DH HH tls] DH HH

50 533232 533232 192,66 530812 542459
100 315963 315963 151,98 315439 317897
150 237216 237216 267,21 236954 241067
200 191975 191975 98,04 191893 195416
250 161396 161396 136,32 161240 162327
300 138936 138936 288,69 138795 141645
350 122124 122124 1101,08 121899 124377
400 108371 108371 306,32 108274 111130
450 96887 96887 518,04 96774 98500
500 87070 87070 591,82 86976 89340
550 78632 78633 177,41 78554 81127
600 71379 71379 724,68 71288 73861
650 65081 65081 498,82 64996 66870
700 59530 59530 359,89 59468 60970
750 54615 54615 590,28 54576 56294
800 50213 50213 176,94 50200 51877
850 46247 46248 197,68 46230 47937
900 42642 42642 299,15 42617 44127
950 39361 39361 334,84 39344 40583
1000 36352 36352 134,40 36336 37993
1050 33628 33628 118,88 33619 35128
1100 31104 31105 318,82 31095 32912
1150 28735 28735 118,07 28723 30125
1200 26550 26550 202,83 26530 28260
1250 24506 24506 230,39 24472 25735
1300 22627 22627 191,44 22616 24593
1350 20860 20860 396,96 20854 22563
1400 19240 19240 154,60 19236 20979
1450 17726 17726 87,00 17721 19254
1500 16317 16317 114,70 16310 18655
1550 14974 14974 133,27 14968 16518
1600 13742 13742 59,21 13738 15391
1650 12542 12544 155,71 12540 13951
1700 11456 11456 80,07 11452 12958
1750 10429 10429 109,66 10426 11721
1800 9446 9446 163,08 9446 10538
1850 8546 8546 62,18 8546 10067
1900 7731 7731 45,80 7731 8927
1950 6970 6970 89,73 6970 8064
2000 6238 6238 36,63 6238 7109
2050 5583 5583 36,95 5583 6467
2100 4983 4983 55,19 4983 6153
2150 4383 4383 65,38 4382 4882
2200 3864 3864 36,38 3864 4582
2250 3373 3373 25,19 3373 3894
2300 2923 2923 41,57 2923 3644
2350 2514 2514 34,63 2514 3062
2400 2114 2114 52,86 2114 2826
2450 1790 1790 30,86 1790 2347
2500 1490 1490 46,16 1490 2154
2550 1190 1190 60,92 1190 1978
2600 947 947 22,95 947 1234
2650 747 747 35,60 747 1109
2700 547 547 130,73 547 973
2750 370 370 25,03 370 543
2800 220 220 44,78 220 431
2850 110 110 135,86 110 167
2900 14 14 122,64 14 31
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Priloha 10: Porovnanie navrhnutych algoritmov S kompoziénym pristupom

Experimenty na porovnavanie iterativneho, zovSeobecneného akompozi¢ného
algoritmu som realizoval pre tlohu p-medidnu a Glohu vaZzené¢ho p-medianu na jednotlivych
slovenskych krajoch a celom Slovensku, kde som neziskal optimalne rieSenie iterativnym
algoritmom. V Tab. 66 az Tab. 67 je porovnavany vylepseny algoritmus pMBBDual
s vylepSovacou heuristikou V1 avylepSeny algoritmus pMedBBDual s kompoziénym
algoritmom vo vypoctom cCase a kvalite ziskaného rieSenia (DH=HH).

Vylepseny algoritmus pMBBDual s vylepSovacou heuristikou V1 je reprezentovany
algoritmom, ktory je popisany v kapitole 4.2.2, kde metddou hrubého odhadu Lagrangeovho
multiplikatora s fixnou hodnotou exponenta a = 1,1 a parametrom delenia r = 8 h’'adam
najlepSie nastavenie Lagrangeovho multiplikdtora. VylepSenie ziskaného rieSenia bolo
dosiahnuté vkladacou heuristikou so stratégiou najlepsi vhodny (vid’ kapitola 4.1.1).

Vylepseny algoritmus pMedBBDual je reprezentovany algoritmom, ktory je popisany
v kapitole 4.4, pozostavajuci hlavne z ICDA procediry na ziskanie dolnej hranice (vid’
kapitola 4.4.1), sposobu spracovania vrcholu stromu vetvenia s pociatoénym nastavenim
dudlnych premennych (vid’ kapitola 4.4.2), algoritmu pre ziskanie minimalnej mnoziny
umiestnenych stredisk F1 (vid’ 4.4.4) a algoritmu pre ziskanie kandidata na vetvenie V5 (vid’
kapitola 4.4.3).

Kompozi¢ny algoritmus predstavuje vylepSenie rieSenia ziskaného iterativnym
algoritmom pMBBDual s vylepSovacou heuristikou aplikovanim zovSeobecneného
algoritmu pMedBBDual vychadzajuceho z hodnoty nepripustného rieSenia s najmenSou
mierou nepripustnosti ziskaného algoritmom pMBBDual.

V Tab. 66 az Tab. 67 predstavuje Kraj testovanu oblast’, hodnota p udava maximalny
pocet vybudovanych stredisk, DH uddva dolnt hranicu rieSenia, HH uddva hodnotu
ziskaného rieSenia, t[S] udava ziskany vypoctovy cCas, farebne je vyznacCené ziskanie
optimalneho riesenia (v stipcoch HH) pri rovnosti hranic a symbolom 3600* je vyznacené

predéasné ukonéenie algoritmu po jednej hodine vypoétu (v stipcoch t[s]).
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Tab. 66 Porovnanie algoritmov s kompozi¢nym algoritmom na tlohe p-medianu

Uloha p-medidnu
pMBBDual+V1 pMedBBDual Kompozicény algoritmus
Kraj p DH HH t[s] DH HH t[s] DH HH t[s]
> 15 402 405 0,18 403 403 0,14 403 403 0,55
E 25 260 261 0,06 261 261 0,76 261 261 157
§ 35 219 219 0,06 219 219 0,07 187
& 40 184 187 0,06 187 187 0,03 159
55 2027 | 2930 329 2017| 2929 2927
- 75 2388 | 2389 78,97 | 2375| 2390 3600* 2388
é 155 1296 | 1301 206| 1298| 1298 22,37 1298
% 215 903 915 4,07 914 914 24,75 913
2 255 714 716 0,91 715 715 91,82 714
g 275 614 636 0,77 635 635 73,15 635
- 335 395 409 1,46 408 408 30,61 408 408 38,69
415 168 173 1,04 173 173 38,63 173 173 1,81
115 1269 | 1273 7992 | 1266| 1271 600 1270 1270 3566,91
135 1094 | 1098 2822| 1093 | 1097 600 1094 1097 600
2 155 957 963 154,16 957 962 600 957 961 600
;5 175 841 845 175,70 842 846 600 841 845 600
M 215 644 657 45,83 653 654 600 653 654 600
275 414 431 3,95 431 431 31,58 431 431 3,94
355 191 192 3,99 192 192 29,00 191 192 4,49
55 4031 4038 211122 | 4006 | 4032 600 4031 4032 600
95 2814| 2815 217471 | 2806| 2814 600 2814 2814 333673
115 2425 | 2426 657,23 | 2426 | 2426 588,29 2426 2426 893,06
2 195 1581 | 1587 41910 | 1581| 1584 600 1584 1584 1739,36
z 215 1444 | 1447 170,71 | 1441| 1445 600 1444 1445 600
3 255 1203 | 1214 161,75 | 1212| 1212 73,69 1212 1212 378,05
A 315 912 929 320,76 925 925 299,11 925 925 988,95
395 605 624 117,93 621 621 230,20 621 621 507,44
415 525 564 135,87 561 561 94,56 561 561 292,94
515 261 274 119,27 274 274 118,64 274 274 180,26
105 916 923 3,41 921 921 30,83 921 921 71,77
> 150 617 626 1,99 624 624 20,89 624 624 6,99
2 180 474 481 1,41 480 480 25,94 480 480 16,79
= 195 399 421 1,63 420 420 6,98 420 420 5,37
= 240 240 252 1,37 252 252 9,54 252 252 1,68
285 117 118 1,53 118 118 9,23 118 118 1,69
. 60 818 820 0,29 819 819 2,87 819 819 2,08
4 75 680 682 0,32 682 682 2,40 682 682 0,5
;§ 105 488 495 0,21 493 493 5,45 493 493 11,68
2 120 418 419 0,21 418 418 13,32 418 418 1,53
165 238 244 0,18 244 244 9,07 244 244 0,26
15 2064 | 2079 1,68| 2064 | 2064 46,86 2064 2064 50,45
Z 45 1004 | 1006 481| 1005| 1005 1616,57 1005 1005 290,29
2 90 522 523 0,53 523 523 1,41 523 523 2,16
& 105 433 438 0,38 438 438 4,99 438 438 7,18
135 288 303 0,40 302 302 2,04 302 302 1,96
60 1138 | 1139 155| 1138| 1138 1761,89 1138 1138 16,26
75 944 945 0,39 944 944 21,39 944 944 19,32
. 105 686 687 0,82 686 686 13,38 686 686 16,03
% 135 505 519 0,32 516 516 4,62 516 516 6,81
kS 165 366 376 0,31 372 372 13,36 372 372 16,61
195 252 257 0,20 257 257 11,56 257 257 0,33
210 192 212 0,43 212 212 6,71 212 212 0,69
240 122 123 0,32 123 123 10,05 123 123 0,5
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Tab. 67 Porovnanie algoritmov s kompozi¢nym algoritmom na tlohe vazeneho p-medianu

Uloha vizeného p-medidnu
pMBBDual+V1 MedBBDual Kompozicny algoritmus
Kraj p DH HH t[s] DH HH t[s] DH HH t(s)
Zilinsky 195 1265 | 1266 0,05 1265 1265 742 1265 1265 3,31
Presovsky 275 3843 | 3844 1,06 3843 3843 240,52 3843 3843| 85,52
550 78632 | 78633 177,41 78554 81127 78632 78633
850 46247 | 46248 197,68 46230 47937 46247 46248

Slovensko
1100 31104 | 31105 318,82 31095 32912

1650 12542 | 12544 155,71 12540 13951

31104 31105
12542 12544
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Priloha 11: CD priloha

CD priloha obsahuje:
1. Dizerta¢nu pracu (format pdf)
2. Publikacie autora
3. Softvérovy nastroj na rieSenie tlohy navrhu VOS
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