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1 Uvobp

Nézvom distribucné iilohy oznaCujeme dlohy sivisiace s riadenim prepravy tovaru, pripadne osdb a dis-
tribdcie sluZieb od doddvatel'ov k odberatel' om s ciel om minimalizovat’ ndklady. Patria k nim napriklad
dopravné ulohy, ktoré rieSia zostavenie optimalneho pldnu rozvozu, resp. zvozu komodit, lokacné dlohy
zaoberajuce sa optimdlnym rozmiestnenim obsluznych stredisk, prirad’ovacie tlohy a podobne. Z dévodu
neustdle rasticej potreby Setrit’ palivo a Cas, pripadne zniZovat’ emisie su tieto ulohy predmetom intenziv-
neho Stidia v oblasti operacného vyskumu a matematického programovania.

Pri formul4cii distribu¢nych tloh si dodévatelia definovani svojimi kapacitami a odberatelia svojimi
poziadavkami, priCom sa predpokladd, Ze vSetky vstupné tdaje st pevne dané (deterministické). V praxi,
vsak, nie su tieto predpoklady zaruCené, t.j. niektoré z idajov maju charakter nahodnych veli¢in (stochas-
tické). Na riesenie stochastickych optimalizacnych tloh sa pouZiva stochastické modelovanie, ktoré stvisi
s vytvdaranim a rieSenim stochastickych modelov, zodpovedajicich redlnej situdcii s ur€itou pravdepodob-
nost’ou, spolu s moZnost'ou robit’ simuldcie. Pomocou stochastického modelu sa daji simulovat’ rozli¢né
scendre s rdznymi parametrami a pozorovat’ spravanie modelu. Na zdklade analyzy chovania modelu je po-
tom mozné odvodit’ informdcie potrebné pre rozhodovanie. Pri tvorbe analytického stochastického modelu
sa vZdy vychddza z predpokladu, Ze pravdepodobnost’ (rozdelenie, charakteristiky atd’.), ktorou sa riadia
ndhodné parametre, je zndma alebo sa da presne odhadnit’. V mnohych pripadoch je t'azké a niekedy aj
nemozné presne odhadnut’ rozdelenie pravdepodobnosti neistych vstupnych udajov. Chybny odhad alebo
nesprdvna vol'ba pravdepodobnostného rozdelenia ndhodnych premennych moZe viest k chybdm v sto-
chastickom modeli. Tato skutocnost’ je motivaciou k pouzitiu robustnych optimalizacnych metdd, ktoré st
imdnne voci neurcitosti vstupnych dat, ¢ize pri malych zmenach vstupnych parametrov sa zachova vystup
v blizkosti pdvodného vystupu a ani pri vel'’kych zmenach na vstupe neddjde ku dramatickym zmendm,
¢i dokonca katastrofdlnym ddsledkom na vystupe. Pri robustnej optimalizicii je neistota modelovand ako
mnoZzina spojitych alebo diskrétnych hodndt parametrov nazyvanych scendre. Hlavna myslienka je vykonat’
optimalizaciu nad stiborom scendrov a poskytnit’ robustné rieSenie, ktoré je kvalitné bez ohl’adu na scenar
(t.j. aj pri najhorSom moZnom scendri).

Medzi najviac skimané distribucné dlohy patri okruind dopravnd iiloha — Vehicle Routing Problem
(VRP). Ulohou VRP je napldnovat’ optimalne okruzné trasy pre flotilu vozidiel, sistredenych v centrdlnom
depe, aby obsliZili skupinu zdkaznikov, priCom celkové prepravné ndklady budd minimélne. K tejto dlohe sa
v praktickych aplikaciach Casto pridavaji d’alSie obmedzenia. Napriklad obsluha sa moze tykat’ sicasne roz-
vozu aj zberu komodit, pri¢om ndklad vozidla po celej trase nesmie prekro¢it’ jeho kapacitu, celkové dizka
trasy nesmie byt vicSia nez predpisany limit, zdkaznici musia byt obsliZeni v uréenych casovych oknach,
vozidla flotily m6Zu byt heterogénne atd’. Niektoré charakteristiky, ako st poZziadavky alebo Casy jazd, sa
mdzu dynamicky menit’. Novy trend rieSenia VRP spociva v zohl’adneni neurcitosti vstupnych parametrov,
pricom sa hl'add robustné rieSenie — Robust Vehicle Routing Problem (RVRP). Vyskum sa zameriava na
okruzné dopravné udlohy s neistymi poziadavkami, s neistymi zdkaznikmi, s ¢asovymi oknami a s neistymi
¢asmi jdzd a podobne. T4ito prica je zamerand na kapacitnii okruznii dopravnii iilohu — Capacitated Vehicle
Routing Problem (CVRP) a rieSenie jej robustnej verzie robustnej CVRP s neistymi poZiadavkami.

1.1 Definicia kapacitnej okruznej dopravnej alohy

CVRP mdzeme definovat’ ako problém tedrie grafov nasledovne [84]. Nech G= (V,FI ,¢) je dplny hra-
novo ohodnoteny digraf, kde V = {0,1,2,...,n} je mnoZina vrcholov a H = {(i, j),Vi,j € V,i # j} je mno-
Zina orientovanych hran. Vrcholy i = 1,2,...,n reprezentuji zdkaznikov s nezdpornymi poZziadavkami d;
a vrchol 0 predstavuje depo. Kazd4 hrana (i, j) € H je ohodnotend nezdpornou cenou c;;, ktord vyjadruje
prepravné naklady medzi vrcholmi i a j. Budeme predpokladat’, Ze matica ohodnoteni hran je symetricka,
t.j. Ze plati ¢;; = cj; pre vSetky i, j €V a spfﬁa trojuholnikovi nerovnost’ ¢;; +cjx < c¢j pre vietky i, j,k € V.
V depe je k dispozicii p homogénnych vozidiel, kazdé s kapacitou Q. Predpokladdme, Ze p > ppin, kde ppin
je minimalny pocet vozidiel potrebnych na uspokojenie poziadaviek vSetkych zakaznikov. Hodnota py,;, sa
da urcit’ vyrieSenim #lohy o batohu — Bin Packing Problem (BPP) koreSpondujicej s CVRP. VzhI'adom na
to, Ze BPP je NP-t' aZky problém, Casto sa namiesto p,,;, pouziva dolnd hranica [%W . Navyse predpokla-
dame, Ze d; < Q pre kazdé i =1,2,...,n.



Ciel'om CVRP je ndjst’ p cyklov, reprezentujicich okruzné trasy vozidiel, s minimalnou cenou, ktor4 je
definovand ako sucet cien hran patriacich cyklom, pri¢om:

1) kazda trasa musi zacinat’ a koncit’ v depe,
2) kazdy zakaznik bude navStiveny prave raz,
3) na Ziadnej trase nebude prekrocend kapacita vozidla.

1.2 Matematicky model kapacitnej okruznej dopravnej tlohy

Nasledujici matematicky model CVRP je zaloZeny na tzv. tokovej formuldcii — vehicle flow formulation,
ktord pre kazdi hranu (i, j) € H pouZiva bivalend premennd x,;;, indikujiicu, ¢i vozidlo r, r € {1,2,...,p}
v optimélnom rieen{ prechddza hranou (i, j) alebo nie, t. .

1, ak trasa r v optimdlnom rieSeni obsahuje hranu (i, j),
Xrij = . (L
0, inak.
CVRP formulujeme ako nasledujicu dlohu bivalentného linedrneho programovania [45]]:
Model CYRP 1
Minimalizujte
V4 n n
Y Y Ly @)
r=1 i=0 Jj=0
i#j

za podmienok

P n
Zz-xrij:17 vfe{lvan}v 3
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j=1
n n
Zxr,-j:Zx,ﬁ, vje{0,...,n},re{l,...,p}, (5)
z;(; i=0
n n
Y Y dixij<o, vre{l,...,p}, (6)
i=0 j=1
i
p
Y Y ¥ i <is|—1, VS C{l,...,n}, (7)
r=1ieS jes
i
xrij €{0,1}, vre{l,...,p},i,j€{0,...,n},i# j. (8)

Utelové funkcia minimalizuje celkové prepravné ndklady. Obmedzujice podmienky zarucuju, Ze
kazdy zdkaznik bude obsliZeny préave jednym vozidlom. Podmienky toku (@) a (3)) zaist ujd, Ze kazdé vozidlo
opusti depo jediny raz a Ze pocet vozidiel prichddzajicich ku kazdému zakaznikovi a do depa je rovny poctu
vozidiel odchddzajicich. Kapacitné podmienky (6) garantujd, Ze na Ziadnej trase stcet poZiadaviek vetkych
zdkaznikov neprekroci kapacitu obsluzného vozidla. Podmienky (7)) st anticyklické podmienky a zabezpe-
¢uj, Ze v rieSeni nebudi cykly, ktoré neprechddzaji depom. Posledné sii obligatérne podmienky (8) urcujice
defini¢ny obor premennych.

1.3 VSeobecna definicia robustnej optimalizacie

Pojem robustny ma pri optimalizécii viacero vyznamov. V praxi niekedy byvajui vstupné tidaje neisté,
nepresné alebo sa menia v Case, ¢o mdze ovplyvnit' optimdlne rieSenie ndjdené pre aktudlne hodnoty para-
metrov tak, Ze sa stane suboptimdlnym alebo dokonca nepripustnym. Robustné riesenie je rieSenie odolné
voci odchylkam vstupnych dat.

Pri rieSeni optimaliza¢nych problémov s neistymi datami sa pouZzivaji dva pristupy — stochasticka a ro-
bustnd optimalizacia. Ddlezitym predpokladom pri stochastickej optimalizdcii (SO) je, Ze rozdelenie prav-
depodobnosti neistych tidajov musi byt’ zndme. Stochastické programovanie zaviedol Dantzig (1955) [20],



ktory pouZil dve metddy na rieSenie stochastickych problémov: programovanie s pravdepodobnostnymi ob-
medzeniami (chance-constrained programming) a stochastické programovanie s rekurziou (stochastic prog-
ramming with recourse). Pri programovani s pravdepodobnostnymi obmedzeniami je pripustnost’ rieSenia
v sulade s obmedzeniami zarucend s urcitou pravdepodobnost'ou. V stochastickom programovani s rekur-
ziou su niektoré obmedzenia relaxované a zahrnuté do ucelovej funkcie s predpokladom, Ze ak dbjde k
poruseniu tychto podmienok v dosledku ndhodnej udalosti, budd prvotné rozhodnutia rekurzivne opravené.
Stochastické modely st silné, av§ak maji dva hlavné nedostatky: rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnych
premennych musi byt’ znidme a rieSenie je pripustné len pre niektoré realizacie ndhodnych udalosti.

Robustnd optimalizdcia (RO) naopak nepredpokladd, Ze rozdelenie pravdepodobnosti neistych tdajov
je zname, ale namiesto toho vychddza z predpokladu, Ze neisté dita patria do tzv. mnoZiny neurcitosti [6].
Vysledkom RO je rieSenie, ktoré je pripustné pre vSetky realizicie ndhodnych udalosti v danej mnoZine.
Vo vSeobecnosti, cielom RO je optimalizovat’ najhor$i pripad zo vSetkych moZnych hodnét ndhodnych
premennych.

Vseobecna formulacia robustnej optimalizacie je:

Minimalizujte
fO (X)a

za podmienok
fi(x7u,')§0, Vuié%,i:l,...,m, (9)

kde x € R" je vektor rozhodovacich premennych, u; € R sti vektory scendrov (scenario vectors) a % C R¥ st
mnoZiny neurcitosti (uncertainty sets). Ciel’om (9) je ndjst’ rieSenia x* s najmensou cenou spomedzi vsetkych
tych rieSeni, ktoré sd pripustné pre vSetky realizdcie scendrov u; z mnoZiny %;. Ak je %; jednoprvkova,
potom zodpovedajica podmienka nemd Ziadnu neurcitost’. Intuitivne, tento pristup pontka urcitd mieru
ochrany pripustnosti rieSenia pre problémy s parametrami, ktoré nie st presne zname.

Robustny optimalizacny pristup mé oproti stochastickému niekol’ko vyhod [79]. Po prvé, v mnohych
pripadoch je I'ahSie definovat’ mnoZinu neurcitosti neZ odhadniit’ rozdelenie pravdepodobnosti. Po druhé,
robustny pristup za urcitych podmienok vyznamne nezvySuje zloZitost' problému.

1.4 Robustna linearna optimalizacia
Pre robustni verziu linedrneho optimaliza¢ného problému je formulacia nasledovna [9]:

Minimalizujte
¢'x,

za podmienok
AX§b7 Va1€%17"'7alne%‘l7 (10)

kde a; reprezentuje i-ty riadok v matici neur¢itosti A a obsahuje hodnoty z mnoZiny % C R". Potom a, x <
b;,Va; € %; plati prave vtedy, ked’
max a; x < b;, Vi, (11)
a; €U
¢o je podproblém, ktory treba vyrieSit'. Jeho Struktira urCuje zloZitost’ rieSenia robustného optimalizaéného
problému.

2 SUCASNY STAV RIESENIA PROBLEMATIKY

V roku 1959 Dantzig a Ramser vo svojej praci "The truck dispatching problem-[21] prvykrét uviedli ma-
tematickd formuldciu a algoritmické rieSenie tlohy, ktorej ciel’om bolo minimalizovat’ celkovi dizku trasy
homogénnych vozidiel pri zdsobovani skupiny Cerpacich stanic palivom z centrdlneho zdroja. O pat’ rokov
neskor, v roku 1964, Clarke a Wright [[17] zovSeobecnili tito tlohu ako optimalizacny problém, ktory sa stal
znamy ako kapacitnd okruznd dopravnd tiloha (CVRP) a navrhli prvi efektivnu heuristiku na jej rieSenie.
Pre Sirokd Skdlu praktickych aplikacii sa CVRP stala jednym z najviac Studovanych kombinatorickych opti-
malizaénych problémov, o ¢om sved¢i aj vel'’ké mnoZstvo vedeckych publikdcii. Autori predstavili niekol’ko
roznych exaktnych a heuristickych metéd rieSenia VRP. VSeobecny prehl’ad vyskumu moze Citatel' najst’
napr. v praci [53] alebo [83]].



Dvomi hlavnymi typmi CVRP s neistymi parametrami st stochastickd CVRP (Stochastic Vehicle Rou-
ting Problem, SVRP) a robustnd CVRP (Robust Vehicle Routing Problem, RVRP). V probléme SVRP sa
najcCastejSie objavuju tri stochastické parametre: stochastické poziadavky, stochasticki zdkaznici a stochas-
tické Casy. K vyskumu VRP so stochastickymi poZiadavkami vyznamne prispeli napr. Bertsimas (1992) [12],
Laporte a kol. (2002) [54], Christiansen a Lysgaard (2007) [40], Secomandi a Margot (2009) [75], Sun
(2014) [78]. VRP so stochastickymi zdkaznikmi sa venovali Bertsimas (1988) [8]], Waters (1989) [86]. Prob-
1ém VRP so stochastickymi zdkaznikmi a stochastickymi poZiadavkami formalizoval Bertsimas (1992) [12]
a prvy exaktny algoritmus na jej rieSenie navrhli Gendreau, Laporte a Séguin (1995) [29]. Sungur a kol.
(2010) [81] prezentoval model a algoritmus na rieSenie VRP so stochastickymi zdkaznikmi a stochastickymi
casmi obsluhy. RieSenim VRP so stochastickymi Casmi sa zaoberali Kenyon a Morton (2003) [49]], Li, Tian
a Leung (2010) [57].

V pripade RVRP je najviac Studovany pripad s neistymi poZiadavkami. Sungur a kol. (2008) [80] boli
prvi, ktori skimali tento problém. V ich praci st vektory poZiadaviek konstruované ako odchylka od oca-
kavanej hodnoty, ktora prislicha réznym ohrani¢enym mnoZindm. Robustna formulécia zohl’adiiuje neisté
poziadavky v podmienkach, podobne ako zaviedli Ben-Tal a Nemirovski (1998) [6]. Moghaddam a kol.
(2012) [63] sa s neistou distribiciou poziadaviek zdkaznikov vysporiadali pomocou robustnej optimalizacie
tak, Ze percento poruchy od nomindlnej hodnoty poZiadaviek definovali v podmienkach, pricom ciel’om bolo
minimalizovat’ cestovné ndklady. Inud Stiidiu RVRP s neistymi poZiadavkami prezentovali Gounaris a kol.
(2013) [33]. Autori vyvinuli robustné kapacitné nerovnosti (Robust Rounded Capacity Inequalities, RCI).
V modeloch st poziadavky zdkaznikov ako ndhodné premenné na pravych strandch podmienok a uréuji
minimdlnu cenu dodacieho planu, ktory je pripustny pre vSetky realizacie predpokladanych poziadaviek.
V novsej praci Gounaris a kol. (2014) [34] uviedli robustnd formuldciu VRP s neistymi poZiadavkami a im-
plementovali metaheuristiku s pouZitim dvoch tried mnoZin neurcitosti. Vyskumu VRP s neistymi ¢asmi jazd
modelovanych pomocou robustnych scendrov sa venovali Han a kol. (2013) [41]. Obmedzili pocet neistych
parametrov, ktorym je dovolené odchylit' sa od nomindlnej hodnoty (Bertsimas a Sim, 2003) [10]]. Potom
pre kazdu realizdciu (scendr) urcili robustnd trasu a minimalizovali najhorsi pripad zo vSetkych scendrov.
Vyuzili dvojstupiiové rekurzivne stochastické programovanie rieSené metédou BB. Vysledky ukazujd, Ze
takyto pristup ziska dobré rieSenia, ked’ penalizdcia v tcelovej funkcii je mald. Prace autorov Toklu a kol.
(2013) [82] st zamerané na VRP s neistymi prepravnymi cenami modelovanymi ako intervaly. Na minimali-
zaciu celkovej ceny prepravy pouzili algoritmus ACO, kde poruchy si zohl’adnené v koeficientoch tcelovej
funkcie smerom k hornym hraniciam intervalov. RVRP s neistymi ¢asmi jazd skimali Solano-Charis a kol.
(2015) [777]]. MnoZinu cien hran nahradili mnoZinou diskrétnych scendrov s ciel’om ndjst’ mnoZinu trds s pou-
zitim lexikografického min-max kritéria. Ordéiiez (2010) [67] sa vo svojej praci zameral na VRP s viacerymi
neistymi parametrami — s neistymi poZiadavkami, ¢asmi jazd, cenami a zdkaznikmi. Autor popisuje rdzne
robustné modely v zavislosti od pévodu neurcitosti, formulacie VRP a korelacie medzi neurcitymi koeficien-
tami. Neisté prepravné ceny su zavedené v ucelovej funkcii a neisté poziadavky a Casy jazd v podmienkach.
Neisté idaje st modelované ako konvexné a ohrani¢ené mnoZiny neurcitosti a rieSenie problému je zaloZené
na optimaliza¢nom pristupe podl’a Ben-Tal a Nemirovského (1998) [6]. RieSenie VRP s neistymi ¢asmi jazd
a poziadaviek je predmetom price autorov Lee a kol. (2012) [55]], pri ktorom na obmedzenie sictu odchyliek
Casov jazd a odchylky poziadaviek od nomindlnych hodnét definovali budzZet neurcitosti podl’a Bertsimas
a Sim (2003) [LO]. Robustnost’ rieSenia sa dosiahne hl’adanim pripustného riesenia pre kazdy Cas jazdy a po-
ziadavku z mnoZin neurcitosti s minimalnym ¢asom prepravy. Vychddza z formuldcie zaloZenej na rozklade
mnoZiny (set partitioning formulation) a pouZiva metédu generovania stipcov.

3 ZVOLENA METODIKA PRACE A METODY SKUMANIA

3.1 Sposob modelovania neistych dat

Neisté poziadavky mozu byt modelované rozlicnymi spésobmi, napr. ako stochastické premenné so
znadmym rozdelenim pravdepodobnosti [[12] alebo ako fuzzy premenné [25]]. Pri robustnej optimalizacii sa
vSak predpokladd, Ze rozdelenie pravdepodobnosti nie je zndme a nedd sa ani odhadnat’.

V naSej praci sme pouZili metodoldgiu, ktord zaviedli Ben-Tal a Nemirovski [6], [7] pre robustni line-
arnu, kvadratickd a konvexnu optimalizaciu a pre celo¢iselné programovanie ju rozsirili Bertsimas a Sim [[10].
Tato metodolégia predpoklada, Ze neisté parametre patria danej ohrani¢enej mnoZzine neurcitosti. Napriklad,
pre problém linedrneho programovania s neistym parametrom « je mnoZina neurcitosti %, ohrani¢ena mno-



hostenom, ur¢enym ststavou podmienok vyjadrenych linedrnymi nerovnicami:

U ={(1+&)ao: |&| <€},

kde 0 < £ < 1. To znamen4, Ze realizdcia a; = (1+ &) ap neistého parametra v k-tom scendri je dand pomo-
cou odchylky od jeho nomindlnej hodnoty ag, pri¢om &; je ndhodné premennd s rovnomernym rozdelenim
z intervalu (—¢, €).

Neisté poziadavky zdkaznikov df‘ sme modelovali ako ndhodné premenné,

df e (dd—ed,d? +ed) Vie{l,...,n},

kde de su ocakdavané (nomindlne) poziadavky a n je pocet zdkaznikov.

3.2 Matematicky model

Existuje viacero roznych matematickych formulacii CVRP, z ktorych by sa dal odvodit’ matematicky
model RVRP. Pri vybere je v§ak potrebné zohl’adnit’ obtiaZnost’ rieSenia vysledného RVRP. V matematic-
kej formuldcii CVRP 1, ktord sme uviedli v predchadzajicej kapitole, pocet nerovnosti v anticyklickych
podmienkach v (2)) rastie exponencidlne s poétom zdkaznikov. Preto sme navrhli novy, omnoho efektivnejsi
model CVRP 2, formulovany ako tiloha zmieSaného linedrneho programovania s polynomidlnym poctom
anticyklickych podmienok.

Okrem toho, v metodolégii RO sa preferuji podmienky obsahujiice neisté parametre vo forme nerov-
nosti, nakol’ko splnit’ rovnost’ pre vSetky hodnoty neistych parametrov je ovel’a zloZitejSie. Aj z tohto hl'a-
diska je n4§ model CVRP 2 vhodnou formul4ciou.

3.3 Metody generovania robustnych rieseni

Podl'a robustnej optimalizacnej metodoldgie, robustné rieSenie RVRP je rieSenie, ktoré je optimalne
pre najhor$i scenar z mnoziny %,;. Takéto rieSenie je imiinne vocCi neistym vstupnym déatam, pretoze ak
je pripustné pre najhorsi pripad, tak potom je pripustné pre vSetky mozné pripady. KI'i¢ovym krokom pri
rieSeni RVRP teda je identifikovat’ najhors{ scendr.

3.3.1 Stratégie na najdenie najhorsieho scenara

e Stratégia maximdlneho scendra definuje maximalny scendr, v ktorom ma kazdy zdkaznik najvicsiu
poziadavku zo vSetkych scendrov [80]]. Ndslednym vyrieSenim inStancie CVRP s maximdlnym sce-
ndrom dostaneme robustné rieSenie, ktoré sice mdze mat’ viacsiu cenu, neZ optimdlne rieSenie CVRP
s oCakdvanym (nomindlnym) scendrom, ale na druhej strane predchadza neuspokojenym poZiadav-
kam v pripade, Ze nastane iny scendr. Nevyhodou tejto stratégie je, Zze aj ked’ jednotlivé scendre su
pripustné, maximdlny scenar nemusi byt vzdy pripustny. Z tohto dovodu sme navrhli nasledujicu
stratégiu.

e Stratégia najhorsieho pripustného scendra vyberie u kazdého zdkaznika do najhorSieho scendra ¢o
najvicsiu poziadavku zo vsetkych scendrov tak, aby vysledny scendr bol pripustny. NajhorSi pri-
pustny scendr ziskame rieSenim tlohy bivalentného linedrneho programovania. RieSenie inStancie
CVRP s najhor$im pripustnym scendrom je vZdy pripustné a v pripade, Ze sa najhorsi pripustny scendr
zhoduje s maximalnym scendrom, je aj robustné. Ak sa najhorsi pripustny scendr nezhoduje s maxi-
madlnym, robustnost’ rieSenia nie je sice zarucend, ale neuspokojené poziadavky su minimalizované.

N4jst’ robustné rieSenie znamend vyriesit' inStanciu CVRP s najhor§im scendrom. Na rieSenie CVRP
sme modifikovali niektoré metdédy zndme z literattiry a okrem toho sme navrhli dve nové metddy - exaktnd
iterativnu metddu a lexikograficku metodu.

3.3.2 Metody rieSenia CVRP

o Exaktnd iterativna metdda je metdédou lokdlneho prehl’addvania s najlep$im zlepSenim, ktord itera-
tivne zlepSuje vychodiskové pripustné rieSenie nahradenim niektorych hrdn inymi, ¢o dosiahneme
exaktnym rieSenim jednoduchsieho problému.



o [Lexikografickd metoda je metdda, ktord ndjde optimdlne rieSenie CVRP, pricom bude vyuZitd len
najmensia nutnd kapacita vozidiel. Nevyuzitd kapacita vozidiel predstavuje rezervu pre pripad, Ze
sa ocakavané poziadavky ndhodne zvysia, vysledné rieSenie je teda do istej miery robustné.

e Paralelny mikrogeneticky algoritmus je metaheuristickd metdda, ktord je variantom genetického algo-
ritmu s vel'mi malou populdciou. Paralelny mikrogeneticky algoritmus vyuZiva benefity mikrogene-
tického algoritmu a paralelizacie vypoctov. Vysledkom je suboptimdlne rieSenie.

3.4 Kritérium robustnej optimality
3.4.1 Neuspokojené poziadavky

Ak by sme ignorovali premenlivost’ poZiadaviek a pouZili by sme deterministické optimdalne rieSenie, mohlo
by dojst’ k tomu, Ze ked’ sa pozZiadavky zmenia tak, Ze na niektorej trase bude prekrocend kapacita vozidla,
bude toto rieSenie nepripustné.

Neuspokojené poziadavky st poZiadavky, ktoré na jednotlivych trasidch prekrocia kapacitu vozidla. Ozna¢me
g4 neuspokojené poZziadavky, ktoré vzniknu pri pouZiti deterministického optimalneho rieSenia a g, neuspo-
kojené poziadavky pri rieSeni ziskanom robustnou optimalizaciou. Ukazovatel

8d — 8r
TEend (12

vyjadruje zniZenie relativneho mnoZstva neuspokojenych poziadaviek pri ndjdenom rieSeni v porovnani
s optimdlnym rieSenim, kde Y1, d? je sucet ocakdvanych poZiadaviek. Na zdklade tohto ukazovatel’a mo-
3.4.2 ZvySenie ceny rieSenia

Na porovnanie rieSeni ndjdenych roznymi metédami z hl’adiska ceny pouZijeme ukazovatel’ {, ktory pred-
stavuje relativne zvySenie ceny z, ndjdeného rieSenia voci cene z; optimdlneho deterministického rieSenia:

g=r"% (13)
Zd

Tento pomer ndm ddva informdciu, o o relativne vyssie budd prepravné ndklady, ak pouZijeme rieSenie,
ktoré predchddza neuspokojenym poziadavkdm, namiesto deterministického optimalneho rieSenia. Z toho
vyplyva, Ze ¢im je hodnota { menSia, tym je rieSenie lepsie.

3.5 Testovacie inStancie

Na testovanie a overovanie naSich algoritmov a modelov sme vyuZili klasické inStancie CVRP z repozitira
dostupného na [90]. InStancie su zoskupené v séridch, z ktorych sme zvolili tieto:

e Séria A (Augerat [3]]) - Vrcholy st umiestnené na ndhodnych poziciach v mriezke (0,100)x(0,100).
PoZiadavky zdkaznikov st ndhodné hodnoty z rovnomerného rozdelenia na intervale (1,30), av§ak
desatina z nich je vyndsoben4 tromi.

e Séria B (Augerat [3]]) - Podobne ako set A, ale zdkaznici si umiestneni v klastroch.

e Séria E (Christifides a Eilon [43]]) - Informdcie o ich generovani nie st zndme.

e Séria P (Augerat [3]]) - Déta boli vytvorené modifikaciou instancii zo sérii A, B a E zmenou ich kapacit
a nésledne aj zmenou poZadovaného poctu vozidiel

Zvolené inStancie sme modifikovali na in§tancie RVRP zohl’adnenim neistych poZiadaviek zdkaznikov.
Pre kazdd inStanciu sme vygenerovali mnoZinu neuréitosti % s 5 scendrmi s danou maximalnou odchylkou
€ tak, Ze v kazdom scendri poZiadavky zdkaznikov si ndhodné hodnoty z intervalu (d? — ed?,d? +ed?),
kde d? je otakdvand poziadavka zdkaznika i z pdvodnej in3tancie CVRP.

3.6 Softvérové nastroje

Vsetky navrhnuté metédy sme implementovali v jazyku Python 3.4 [88] s vyuzitim jeho modulov:
NumPy, NetworkX, Matplotlib, mpi4py. Ulohy linedrneho programovania sme riesili pomocou optimali-
zacného softvéru Gurobi 6.5 [89].



4 VYSLEDKY PRACE

4.1 Novy model CVRP

Pocet nerovnosti v anticyklickych podmienkach v (2)) rastie exponencidlne s poétom zdkaznikov. Novy
model CVRP, ktory predstavime, je formulovany ako tiloha zmieSaného linedrneho programovania s poly-
nomidlnym poctom anticyklickych podmienok. Pouzijeme rozhodovacie premenné€ x;;, kde

1, ak optimdlne rieSenie obsahuje hranu (i, j),
Xij = . 14
0, inak.

Aby sme zabezpeCili spojitost’ trasy a zabranili vzniku neZiaddcich cyklov, definujeme doplnkovi pre-
mennd y;, d; < y; < Q pre i € V — {0}, ktord vyjadruje vyuzitd kapacitu (ndklad) vozidla pri odchode od
zakaznika i [48]].

Pre kazdu dvojicu zdkaznikov i, j € V —{0},i # j vypocitame tsporu s;;, ktorid ziskame ak spojime cykly
0—i—0a0— j— 0dojedného pouZzitim hrany i — j, t.].

Sij = €io +Coj — Cij 5)

podobne, ako v Clarke-Wrightovej metéde [17)]. Potom, namiesto minimalizacie celkovej ceny, budeme
maximalizovat’ celkovu dsporu pri preprave.

Pre zjednoduSenie modelovania kazdud pripustnt trasu 0 — vi — vp — --- — v — 0 nahradime cestou
z vrcholu 0 do vrcholu v, t.j. 0 vy = vy — -+ — V.

4.1.1 Model CVRP 2

Maximalizujte
Y sijxi, (16)
i=1 j=I
i#]
za podmienok
n
Y xo;=p, (17)
j=1
Y xi0=0, (18)
i=1
n
Y xij=1, vje{l,...,n}, (19)
7
n
Y xij<1, Vie{l,...,n}, (20)
=
yi+djxij—QO(1 —x;) <yj, Vi,je{l,...,n}i# j, (21)
dléyI§Q7 Vle{laan}a (22)
x;j €{0,1}, Vi, j€{0,...,n},i # . (23)

V tejto formul4cii dcelova funkcia maximalizuje celkovi dsporu pri preprave. Podmienky a
stanovuju, Ze z depa vyjde presne p hrén, a do depa nevojde Ziadna hrana, (I9) a (Z0) urcuji pocet vozidiel
prichddzajicich a odchddzajicich k/od zdkaznikov. Skupina podmienok (ZI) predstavuje si¢asne anticyk-
liace podmienky a podmienky kontinuity toku, ktoré zarucuju, Ze rieSenie neobsahuje cykly neincidentné
s depom a tieZ, Ze vyuzitd kapacita vozidla je neklesajuica (v pripade zberu komodit) postupnost’ v zdvislosti
od poZiadaviek zdkaznikov prislichajicich tej istej trase. Podmienky upresiiuji dolné a horné ohrani-
Cenie y; a (23) s obligatérne podmienky.



4.2 Nova exaktna iterativna metoda na rieSenie CVRP

Nasa exaktnd metdda na rieSenie CVRP [15] je postavend na koncepte k-optimdlnosti [56]. Hlavnd mys-
lienka spociva v iterativnom zlepSovani vychodiskového pripustného riesenia S nahradenim niektorych hran
inymi, ¢o dosiahneme exaktnym rieSenim jednoduchsieho problému pomocou modelu CVRP 2. Tito me-
tédu moZeme teda zaradit’ medzi metddy lokdlneho prehl’addvania s najlep$im zlepSenim.

4.2.1 Algoritmus CVRP 3

Krok 1: Pomocou rychlej heuristickej metédy ndjdi poCiatocné pripustné rieSenie So.

Poloz § = Sp.

Krok 2: Vytvor zoznam E hran prislichajuicich rieSeniu S, ktoré nie si incidentné s depom.
Nech m = |E|.

Krok 3: PoloZz hodnoty t = 1, m; =m— 0 amy =m— 1, kde 8 je vopred definovand celo¢iselnd hodnota
1<6é<m.

Krok 4: Pomocou CVRP 2 ndjdi optimélne rieSenie S; také, aby mnoZina E; hran prisldchajdcich rieSeniu S;,
ktoré nie sud incidentné s depom obsahovala minimdlne m; a maximélne m; hrén z E, t.j. do modelu
CVRP 2 priddme podmienky:

Y xj=z 24
(i,))€EE
my <z <my, (25)

kde celociselnd premenna z urcuje, kol'’ko hran z E sa nachddza v mnoZine E;.
Krok 5: Ak je rieSenie S; lepSie neZ rieSenie S, tak poloZ § = S; a pokracuj krokom 2.
Inak poloZ hodnoty t =t 41, m; =m; — & amy = my — 6.
Krok 6: Ak m <0, poloZz m; =0. Ak my > 0, chod’ na krok 4, inak Stop.

Algoritmus CVRP 3 meni pocet hran vymienianych hran pocniic k = 1 a konciac k = m, ¢iZe konecné rieSenie
je m-optimélne. Preto je tito metdda exaktnd. Z naSich experimentov vyplynulo, Ze naSa metdda je schopna
bol vypocet vel'mi zdlhavy, je moZné ho prerusit , pricom ziskame k-optimalne riefenie (posledné rieSenie
v CVRP 3).

4.3 RieSenie CVRP pomocou paralelného mikrogenetického algoritmu

Mikrogeneticky algoritmus (LGA) je verzia genetického algoritmu (GA), ktory hl'add najlepSie pri-
pustné (suboptimdlne) rieSenie problému na principe darwinovskej evolicie. Na rozdiel od klasického GA,
kde je populacia zloZend z vel'’kého poctu jedincov (30 — 200), HGA pouziva mikropopuldciu s 3 — 5 je-
dincami (Goldberg, 1989 [35]]), a preto je vypoctovy €as v porovnani s GA vyznamne kratS{ a aj pamat ovd
naro¢nost’ na uchovanie populdcie je omnoho mensia. Samozrejme, mald populdcia vyvojom rychlo strati
svoju roznorodost’ (diverzitu), t.j. jedinci sa po kratkom case za¢nu navzdjom podobat’ a vyvoj stagnuje.
MozZe to znamenat’, Ze doslo k predcasnej konvergencii, Cize rieSenie uviazlo v lokdlnom extréme. Aby evo-
lu¢ny proces mohol d’alej pokraCovat’, populdcia sa reStartuje, pricom sa zachova len najlepsi jedinec (eli-
tdrstvo) a zvysni Styria sa ndhodne vygeneruju. Elitarstvo zarudi, Ze najlepsi jedinec v nasledujticej generacii
nebude hors{ od predchddzajiceho.

4.3.1 Mikrogeneticky algoritmus tGA

Krok 1: Vytvor ndhodne populéciu s 5 jedincami (inicializdcia) a chod’ na krok 3.

Krok 2: Vytvor populéciu so 4 jedincami ndhodne a 1 najlepSieho jedinca z predchadzajicej generacie (reStart).
Krok 3: Vypocitaj fitness jedincov.

Krok 4: Urc¢i najlepSieho jedinca - toho uchovaj do nasledujicej generacie (elitarstvo).

Krok 5: Pomocou turnajového vyberu zvol’ 2 pary jedincov (rodi¢ov) na reprodukciu.

Krok 6: Vykonaj kriZenie a potomkov pridaj do novej generacie.
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Krok 7: Vypocitaj fitness jedincov.
Krok 8: Skontroluj, ¢i doslo k strate diverzity a ak nie, chod’ na krok 4.
Krok 9: Ak nebolo splnené ukoncovacie kritiérium, chod’ na krok 2., inak Stop.

Ukoncovacim kritériom mdZe byt napriklad dosiahnutie predpisaného poctu genericii pocitanych od za-
¢iatku vyvoja alebo od posledného zlepSenia hodnoty fitness najlepSieho jedinca. Vyslednym rieSenim je
najlepsi jedinec v aktudlnej genericii.

Jedinec S v naSom UGA predstavuje rieSenie CVRP a jeho fitness f(S) je rovnd cene tohto rieSenia.
Jedinca budeme reprezentovat’ ako vektor (chromozom), ktorého zlozky (gény) su zakaznici v takom poradi,
v akom su obsliZeni na jednotlivych trasich, bez oddel’ ovacov jednotlivych trés, t.j. S = (S1,S2,...,5,), kde
Sie{l,...,n}asS;#8S;aki+# j.Jednd sa o tzv. permutacné kédovanie jedinca. V pripade potreby (napriklad
pri vypocte hodnoty fitness f(S)) sa dd chromozém S dekédovat’ pomocou procediry split (Prins, 2004 [71]]).
Na vyber jedincov pre reprodukciu sme pouZzili metédu bindrneho turnajového vyberu (Goldberg, 1990 [36])
a pre kriZenie operator kriZenia s ciastkovym mapovanim (Partially Mapped Crossover, PMX) [37].

Efektivnost’ vypoctu mozeme zvysit' jeho paraleliziciou, t.j. rozloZzenim vypoctového vykonu na viac
procesorov. V literatire moZno néjst’ niekol'ko stratégii paralelizicie GA, napr. [19]], [76]. N&S paralelny
mikrogeneticky algoritmus, ktory sme navrhli pre rieSenie CVRP pracuje na principe hrubozrnného modelu,
avsSak namiesto podpopuldcii vel’kej populdcie, sme pouZili mikropopulécie a proces migracie sme nahradili
dosadenim nasadeného jedinca.

4.3.2 Paralelny mikrogeneticky algoritmus puGA

Najprv modifikujeme algoritmus tGA tak, Ze vstupom bude vektor reprezentujici nasadeného jedinca
a pri inicializdcii (v kroku 1.) sa vytvori populdcia s nasadenym jedincom a 4 ndhodne vygenerovanymi
jedincami. Kazdy procesor bude vykondvat pGA so svojou vlastnou mikropopuldciou, az kym nebude
splnené ukoncovacie kritérium. Ttto periddu izolovaného vyvoja mikropopulacie nazveme epocha.

Inicializacia prvého nasadeného jedinca
Prvy nasadeny jedinec moéZe byt’ vytvoreny bud’ ndhodnym vygenerovanim alebo pouZitim rychlej kon-
Struktivnej heuristiky, napr. Clarke-Wrightovej metddy.

Ulohy, ktoré vykonava procesor potas jednej epochy

Krok 1: Prijmi nasadeného jedinca.

Krok 2: Inicializuj populéciu s 5 jedincami: 1 nasadeny a 4 ndhodne vygenerovani jedinci.
Krok 3: Opakuj 4 GA kym nie je splnené ukoncovacie kritérium.

Krok 4: Odovzdaj najlepSieho jedinca.

Jeden z procesorov je urceny ako manazér uloh (root). Jeho tdlohou je na zaciatku kazdej novej epochy
rozposlat’ (vSetkym procesorom rovnakého) nasadeného jedinca a po jej skonceni vyzbierat’ a vyhodnotit’
vysledky od vSetkych procesorov.

Operacie, ktoré vykonava manazér tloh

Krok 1: Inicializuj prvého nasadeného jedinca.

Krok 2: Odosli nasadeného jedinca jednotlivym procesorom (broadcast).

Krok 3: Po skonceni epochy prijmi vysledky od vSetkych procesorov (gather).

Krok 4: Urc¢i najlepsi zo vSetkych prijatych vysledkov a ozna¢ ho ako nového nasadeného jedinca.
Krok 5: Ak nebolo splnené ukoncovacie kritérium, chod’ na krok 2., inak Stop.

Vypocet sa ukonci po stanovenom pocte epoch a vysledkom bude posledny nasadeny jedinec.
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4.4 Lexikograficky model CVRP

V naSom modeli CVRP 2 sa vyuZiva presne p vozidiel, pri¢om predpokladdme, Ze celkovy dopyt ne-
presahuje kapacitu vSetkych vozidiel, t.j. Y7 d; < pQ. Avsak v niektorych praktickych situdcidch celkova
kapacita vsetkych vozidiel nepostacuje na to, aby boli uspokojené vsetky pozZiadavky, hoci nie je menSia
nez celkovy dopyt zdkaznikov. Ak by sme predsa-len chceli vyuZit’ presne p vozidiel (napr. preto, Ze depo
zamestndva p vodi¢ov), musime urcit’, najmenej aki kapacitu Q,,;, musia mat’ vozidl4, aby boli schopné ob-
sldzit’ vSetkych zdkaznikov. Minimdlnu potrebnu kapacitu Q,,;, uréime pomocou modifikovaného problému
kontajnerov (mBPP), ktory méZeme formulovat’ nasledovne: Treba rozmiestnit’ n objektov, kazdy s klad-
nou hmotnost'ou d;, i = 1,...,n, do p kontajnerov, 1 < p < n, s ¢o najmensou rovnakou kapacitou tak, aby
celkova hmotnost’ objektov v Ziadnom kontajneri nepresiahla jeho kapacitu.

Problém mBPP budeme modelovat’ pomocou bivalentnych rozhodovacich premennych b;;, kde

1, ak objekt j je umiestneny v kontajneri i,
bij = . (26)
0, inak
a celociselnej premennej ¢, g > 0, ktord reprezentuje kapacitu kontajnera. Ciel'om je minimalizovat’ g.
44.1 Model mBPP
Minimalizujte
q 27)
za podmienok
p
Y bij=1, vje{l,...,n}, (28)
i=1
n
Y bij>1, vie{l,...,p}, (29)
j=1
n
) bijd;<q, vie{l,...,p}, (30)
j=1
bij €{0,1}, vie{l,...,p},Vje{0,...,n}. 31

Ucelova funkcia minimalizuje kapacitu kontajnera, resp. inymi slovami hornd hranicu hmotnosti
ndkladu, ktory do kontajnera smieme nalozit' . Obmedzujice podmienky (28) zarucujd, Ze kazdy objekt bude
umiestneny do prave jedného kontajnera, nerovnice (29) zas zabezpecujd, Ze kazdy kontajner bude pouZity.
Dalgie podmienky su kapacitné a su obligatérne podmienky.

4.4.2 Definicia lexikografickej CVRP

Podobne ako v CVRP, mdme mnoZinu n zdkaznikov s istymi poZiadavkami, ktoré si nedelitel'né. Oznacme
D celkovy dopyt vSetkych zdkaznikov, teda D =Y ' | d;. Nech pocet vozidiel s rovnakou kapacitou, ktorymi
disponuje depo je p. Lexikografickd kapacitnd dopravnd okruznd iiloha (LCVRP) m4 ndjst’ p pripustnych
tras tak, aby celkové prepravné naklady boli minimélne a pritom

e kazda trasa zacinala aj koncila v depe,
e kazdy zdkaznik bol obsliZeny prave jednym vozidlom,
e na Ziadnej trase nebola prekrocend najmensia nutnd kapacita Q.

Dany problém mo6Zeme rieSit dvojakym spdsobom. Prvd mozZnost’ je vypocitat’ minimélnu kapacitu
vozidla Qy, rieSenim koreSpondujiceho mBPP a néasledne vyrieSit CVRP s Q = Q,,i. Druhy spdsob, ako
zobrat’ do dvahy poZziadavku minimalizovat’ kapacitu vozidla, je pouzit' d’al§iu rozhodovaciu premennt g
reprezentujicu kapacitu vozidla (rovnako ako v mBPP) a upravit’ ti¢elovi funkciu pridanim ¢lena M g, kde M
je vel'’ké kladné Cislo, tzv. penaliza¢nd konstanta. Takto budeme mat’ moZnost’ v prvom rade minimalizovat’
kapacitu vozidla a popritom minimalizovat’ aj cenu rieSenia.

PretoZe v naSom modeli CVRP 2 ti¢elov4 funkcia namiesto minimalizacie prepravnych ndkladov maximali-
zuje celkovi dsporu, LCVRP sformulujeme matematicky takto:
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4.4.3 Model LCVRP

Maximalizujte
n n
Y Y sixi—Mg, (32)
i=1j=1,i#j
za podmienok
n
Y xoi=p, (33)
j=1
Z xij=1, Vje{l,...,n}, (34)
i=0,i#£]
n
Y xi<t, Vie{l,...,n}, (35)
J=Li#
yi+djxij—D(1—xi;) <yj, Vi,je{l,...,n},i#], (36)
di<yi<gq, Vie{l,...,n}, (37)
q > max{[D/p],max{d;}} (38)
xij € {0,1}, Vi, je{0,...,n},i# j. (39)

Podmienky (33), (34), (33). a st rovnaké ako v modeli CVRP 2. Nerovnice (36) vyjadruju anti-
cyklické podmienky a si¢asne podmienky kontinuity toku a podmienka (38)) vymedzuje dolnd hranicu pre-
mennej g. Z experimentov vyplynulo, Ze vel'kost” penalizanej konstanty M v ucelovej funkcii (32) ovplyv-
fluje spravnost’ vysledkov a zavisi od vstupnych tdajov. Z tohto dévodu bolo potrebné nastavit’ hodnotu M
nasledovne:

o- [t

kde n — p je pocet hran, ktoré patria rieSeniu a nie st incidentné s depom.

4.5 RieSenie robustnej okruznej dopravnej ilohy s neistymi poziadavkami zakazni-
kov

Problém robustnej okruznej dopravnej dlohy (RVRP) s neistymi poZiadavkami zdkaznikov spociva v tom,
Ze kym v CVRP st poziadavky zdkaznikov vopred exaktne dané (deterministické), v RVRP maji povahu
nadhodnych premennych, pricom vSak rozdelenie pravdepodobnosti tychto ndhodnych premennych nie je
zname. Za predpokladu, Ze trasy vozidiel musia byt urené eSte predtym, neZ budd zndme aktudlne hod-
noty poziadaviek zdkaznikov a nebudd sa moct’ dodatocne menit’, moZe ndhodné spravanie poZiadaviek
spdsobit’, Ze navrhnuté pripustné rieSenie sa stane nepripustnym (lebo ak na niektorej trase bude prekrocend
kapacita vozidla, tak niektori zdkaznici nebudu obsliZeni).

4.5.1 Diskrétne scenare

Neistotu budeme modelovat’ pomocou diskrétnych scendrov tak, Ze v kazdom scendri budd definované
aktudlne poziadavky zdkaznikov. Ciel'om je ndjst’ robustné riesenie, Cize riesenie (s minimalnymi preprav-

nymi ndkladmi), ktoré bude "dobré"pre kazdy scendr, t.j. v kaZdom scendri budd uspokojené vsetky poZia-
davky.

4.5.2 Formalna definicia problému

Pri formulacii RVRP budeme predpokladat’, Ze neisté poziadavky zdkaznikov patria danej ohranicenej

mnozine diskrétnych scendrov
Uy ={d" e R"ke{1,...,5}},
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kde d* je vektor poziadaviek v scendri k a s je pocet scendrov. Budeme uvaZovat' taki mnoZinu %, v ktorej
sti vektory d* konstruované pomocou odchylok od vektora d° o¢akdvanych hodnét, t.j. pre poziadavku df
zakaznika j v scendri k plati

dted

be(d)—ed),d)+ed)) Vje{l,...n},

J Jo %
kde € je konstanta, ktord uréuje maximalnu moznu relativnu odchylku od nominélnej hodnoty, priCom
n
(1+¢€) Y. df <pQpreVke{l,...,s}.
i=1

RVRP hl'ad4 rieSenie, ktoré je pripustné pre vsetky scendre z mnoZiny %;. To znamend, Ze formulaciu
RVRP s neistymi poZiadavkami mdéZeme odvodit’ z formuldcie CVRP (Model CVRP 2) ako nasledujicu
tlohu MILP:

Model RVRP 1
Maximalizujte
n n
Z Zsijxija (41)
i=1j=1
i)
za podmienok
n
Y xo;=p, (42)
j=1
n
Y xij=1, vie{l,...,n}, (43)
oy
n
Y xij<1, vie {1,...,n}, (44)
ot
%‘Fdj)C,’j*Q(l*X,’j)Syj, Vde@/d,Vi,jE{l,...,n},i;éj, 45)
di<y; <0, vd € Uy, Nie{l,...,n}, (46)
xij € {0,1}, Vi, j€{0,...,n},i#j. 47)

4.5.3 Stratégie na rieSenie RVRP

PretoZe RVRP je NP-t’'azky kombinatoricky problém, riesit” exaktne ilohu formulovani v modeli RVRP 1
je mozné len pre inStancie s malym poctom zdkaznikov n a scendrov s. RieSenie sa vSak d4 zjednodusit’ na
zaklade toho, Ze mnozina scendrov % je ohraniend. Pre takdto mnozinu sa da dokazat’, Ze vysledny RVRP
problém je instanciou CVRP [80].

Stratégia maximalneho scenara
k 0 . . Y. Ay
Nech d7' = max{mlflxdj,dj} pre j€{1,...,n},ke{l,...,s}. Potom pre definovand mnoZinu %; mbdzeme

podmienky (@3] nahradit’ podmienkami
yi+di'xij—Q(1—xij) <yj, Vi,je{l,....n},i#j. (48)

To znamend, Ze optimdlne rieSenie tlohy so scendrom d” bude pripustné pre vSetky scendre z mnoziny
Yy, a tak robustné rieSenie moézeme hl’adat’ optimalizdciou instancie CVRP s vektorom poZiadaviek d.
Staci teda rieSit’ nasledujicu dlohu MILP odvodentd z modelu CVRP 2:

Model RVRP 2
Maximalizujte
n
Z SijXijs (49)

=1
i7J

-

i=1



14

za podmienok

n
Y xo;=p, (50)
j=1

ix,-jzl, vie{l,...,n}, (51)
7y

ix:’jfl, Vie{l,...,n}, (52)
i

yit+d?xij—Q(1—xij) <yj, Vi,je{l,...,n},i#j, (53)
d" <y <0, Vie{l,...,n}, (54)
x;; € {0,1}, Vi, j€{0,...,n},i # j. (55)

V zévislosti od povahy scendrov, mdzZe nastat’ situdcia, ked’ scenar d” nie je pripustny, hoci jednotlivé
scendre z mnoziny %, su pripustné alebo dokonca, ked’ robustné rieenie neexistuje. V takychto pripadoch
sa poktusime ndjst’ také rieSenie, pri ktorom bude ¢o najmenej neuspokojenych poziadaviek.

Stratégia najhorsieho pripustného scenara

Hlavnym ciel’ om robustnej optimalizécie vo v§eobecnosti je optimalizovat’ najhorsi pripad zo vSetkych moz-

nych scendrov. Ako sme ukdzali v predchadzajiicej Casti, m6Zeme za najhorsi scendr povazovat’ vektor po-

Ziadaviek d" so zloZkami d}' = max{ml?xd‘]; ,djo»}, t.j. s najvacsimi poziadavkami zdkaznikov zo vSetkych

scendrov. AvSak tento scendr nemusi byt pripustny. Preto budeme hl’adat’ najhorsi pripustny scendr, Cize

taky vektor poziadaviek d”, ktorého zlozky dﬁ»’ € {df, k=0,1,...,s} budd ¢o najvicsie, resp. ich sicet bude

€0 najvacsi.

PouZijeme rozhodovacie premenné £ j, kde

1, ak vozidlo i obslizi poziadavku d*,

tijk = { . J (56)
0, inak.

Nasu ulohu ndjst’ najhorsi pripustny scendr sformulujeme ako nasledujicu dlohu bivalentného linearneho
programovania:

Model RVRP 3
Maximalizujte

n N

Y ¥ tpd, (57)

g

i=1j=1k=0
za podmienok
Zztijkzl, vie{lw“ap}v (58)
J=1k=1
P s
Y Y uu=1, vje{l,...,n}, (59)
i=1k=0
n N
Y Y updi<o, vie{l,....p}, (60)
J=1k=0
tijk € {0,1}, vie{l,...,p},Vj€{0,...,n},Vk € {0,...,s}. 61)

Ucelovi funkcia maximalizuje celkovi sumu uspokojenych poziadaviek. Podmienky (58) zabezpecuju,
7e kazdé vozidlo bude vyuZité, t. j. obsldZzi aspoii jedného zdkaznika. Skupina podmienok (39) zas stanovuje,
7e u kazdého zdkaznika bude obsliZend poZiadavka z prave jedného scendra a prave jednym vozidlom.
Podmienky (60) st kapacitné podmienky zarucujiice, Ze nebude prekroend kapacita Ziadneho vozidla a
su obligatérne podmienky.
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Stratégia najmensej nutnej kapacity

Pri¢inou toho, Ze scenar d” nie je pripustny, je nepostacujica celkova kapacita vozidiel p Q. Jednou z moz-
nosti, ako sa vysporiadat’ s tymto problémom, je pouZitie lexikografického modelu LCVRP, pomocou kto-
rého ndjdeme optimalne rieSenie inStancie so scendrom d” s vyuZitim najmensej nutnej kapacity vozidiel
Omin- Minimdlnu potrebnu kapacitu ziskame rieSenim nasledujicej tlohy odvodenej z modelu mBPP:

Model RVRP 4
Minimalizujte
q (62)
za podmienok
p
Zbijzl, vje{l,...,n}, (63)
i=1
n
Y bij>1, vie{l,...,p}, (64)
j=1
n
Y biydl'<q,  Vie{l...p} (65)
j=1
bij €{0,1}, vie{l,...,p},Vje{0,...,n}, (66)

kde celoéiselnd premennd g, g > 0 v Gdelovej funkcii modeluje minimdlnu nutnd kapacitu Qy,, a
bivalentné premenné b;; modeluji rozhodnutie, i vozidlo i obsliZi zdkaznika j.

4.5.4 Vysledky experimentov

Experimenty sme vykonali so 6 inStanciami z [90] s malym poctom zdkaznikov (15 aZ 22) a so 6 in-
boli zahrnuté neisté pozZiadavky. Z deterministickych (ocakavanych) poZziadaviek sme pre kazdui inStanciu
vygenerovali 4 mnoZiny %, obsahujtce po 5 scendrov poZiadaviek so zadanou maximélnou odchylkou €,
konkrétne € € {0,05;0,1;0,15;0,2}.

Postup pri jednotlivych stratégiach

Stratégia maximdlneho scendra (rvrp 1):
1. vypocet maximalneho scendra d” so zlozkami d}' = max{mkaxdf, d?} preje{l,....,n},ke{1,... s},
2. vyrieSenie inStancie CVRP so scendrom d” a kapacitou Q.

Stratégia najhorsieho pripustného scendra (rvrp 2):

1. exaktny vypocet najhorsieho pripustného scenara d” pouzitim modelu RVRP 3,
2. vyrieSenie in§tancie CVRP so scendrom d” a kapacitou Q.

Stratégia najmensej nutnej kapacity (rvrp 3):

1. exaktny vypocet najmensej nutnej kapacity Q,i, pri scendri d”* pouzitim modelu RVRP 4,
2. vyrieSenie in§tancie CVRP so scendrom d” a kapacitou Q.

Na vyrieSenie inStancii CVRP sme pri malom pocte zdkaznikov pouzili exaktni metddu (algoritmus

CVRP 3 s parametrom 6 = 2) a pri vacSom poéte zdkaznikov heuristickd metédu (algoritmus puGA s para-
metrami: 50 generdcii bez zlepSenia, 5000 epoch). Inicializa¢né rieSenie pre uvedené metddy sme v straté-
gidch rvrp I a rvrp 3 ziskali pomocou Clarke-Wrightovej metddy [[17] a v stratégii rvrp 2 rieSenim modelu
RVRP 3.
Vsetky stratégie robustnej optimalizdcie sme implementovali v jazyku Python 3.4 [88]]. Exaktné met6dy sme
riesili pomocou solvera Gurobi 6.5 [89] na PC s parametrami Intel Xeon 32 jadier, 2,4 GHz, 256 GB RAM.
Paralelné vypocty sme realizovali na univerzitnom klastri Klaster UNIZA s nasledovnou §peciﬁkéciouﬂ 46
vypoctovych uzlov (2 x 6 jadrovy Intel Xeon, 2.27 GHz, 96 GB RAM), 2 vypoctové uzly (2 x 10 jadrovy
Intel Xeon, 2.27 GHz, 256 GB RAM).

Uhttps://nic.uniza.sk/hpc/doku.php?id=hpc:klaster
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Kvalitu ndjdeného rieSenia z hl'adiska neuspokojenych poZiadaviek sme ohodnotili pomocou ukazova-
tel'a 7, ktory predstavuje zniZenie relativneho mnoZstva neuspokojenych poZiadaviek pri pouZiti ndjdeného
rieSenia namiesto optimélneho deterministického riesenia (12).

Dalsim ukazovatel’ om, ktory sme pouZili na ohodnotenie n4jdeného rieSenia z hl’adiska ceny, je relativne
zvySenie ceny ndjdeného rieSenia voli cene optimdlneho riesenia (13)).

4.5.5 Analyza vysledkov

Neuspokojené poZiadavky

Vo vsetkych pripadoch, ked’ bol maximalny scendr d” pripustny, stratégia rvrp 2 nasla pomocou modelu
RVRP 3 najhorsi pripustny scenar d” zhodny s maximalnym scendrom (d” = d™). Preto st vysledky ziskané
stratégiami rvrp 1 a rvrp 2 pri inStancidch rieSenych exaktne rovnaké. Pri heuristickom rieSeni sa vysledky
lisia, Co vSak vyplyva z povahy heuristickych metéd. Obom stratégidm sa podarilo ndjst’ robustné riese-
nia, ktoré su schopné uspokojit’ vSetky poziadaky zdkaznikov vo vSetkych scendroch. Rovnako aj rieSenia
ndjdené stratégiou rvrp 3 st vSetky robustné.

Instancie, pri ktorych bol maximalny scendr nepripustny, si v tabul’kdch zvyraznené. Tieto inStancie sa
vyznacuji pomerne tesnym kapacitnym obmedzenim (7 > 0,94). NajmenSia kapacita nutnd na to, aby bol
scenar d™ pripustny, je v tychto pripadoch Qp,in > Q. Z tohto doévodu stratégia rvrp I zlyhala. Na rozdiel
od nej, stratégie rvrp 2 a rvrp 3 nasli rieSenia, ktoré sice neboli vSetky robustné (g, > 0), ale mnozZstvo
neuspokojenych poZziadaviek bolo prijatel'né. Heuristickou metédou obe stratégie vygenerovali len robustné
rieSenia (g, = 0).

Zaujimavé je teda porovnanie vysledkov stratégii rvrp 2 a rvrp 3 z hl'adiska neuspokojenych poZiadaviek
v tych pripadoch, ked’ stratégia rvrp I nebola ispe$nd. Graf |la| zobrazuje zniZenie relativneho mnoZstva
neuspokojenych poziadaviek y pri pouziti rieSeni ziskanych stratégiami rvrp 2 a rvrp 3. Z predchadzajicej

.....

pripadoch a rvrp 3 v Styroch pripadoch z jedendstich. V piatich pripadoch boli rovnaké.
Cena riesenia

Aj pri tomto hl'adisku porovname osobitne vysledky pre inStancie, pri ktorych bol maximalny scendr
nepripustny. Graf [1b| vizualizuje relativne zvySenie ceny § pri stratégidch rvrp 2 a rvrp 3, pricom mensia
hodnota { znamen4 lepSie rieSenie. Stratégia rvrp 2 bola lepSia v Siestich pripadoch, rvrp 3 v troch a v dvoch
pripadoch z jedendstich boli rovnaké.

K zvySeniu ceny o viac ako 50% doslo v rieSeniach ziskanych stratégiou rvrp 3 v troch pripadoch, kym
u stratégie rvrp 2 len v jednom.

Pri ostatnych inStancidch sme najprv porovnali vysledky pre inStancie s malym poctom zdkaznikov
exaktné rieSenia ziskané stratégiami rvrp I a rvrp 2 sd rovnaké, preto su v grafe [2a]zobrazené len vysledky
stratégii rvrp 2 a rvrp 3. Heuristické vysledky vSetkych troch stratégii si rozdielne, ako moZeme vidiet’
v grafe [2b]

Najhorsie vysledky z hl’adiska ceny dosiahla stratégia rvrp 3, ktord bola najhorsia vo vSetkych pripadoch
okrem dvoch. Stratégia rvrp 2 bola v porovnani so stratégiou rvrp I lepsia v deviatich pripadoch, kym rvrp 1
v O0smich z dvadsiatich dvoch pripadov rieSenych heuristicky. Vo zvy$nych pripadoch boli rovnaké. MéZeme
dostali len stratégiou rvrp 3, a to v dvoch pripadoch. V rieSeniach stratégii rvrp I a rvrp 2 sa cena zvySila
nanajvys o 15,4%.

Cena versus neuspokojené poziadavky

Pri rozhodovani, ktoré rieSenie je lepSie, treba ndjst vyvaZeny kompromis medzi tymito dvomi hl'a-
diskami. Napriklad pri instancii E-n22-k4-e15 stratégia rvrp 2 nasla rieSenie s cenou 619 a mnoZstvom
neuspokojenych poziadaviek 13, naopak stratégia rvrp 3 nasla rieSenie s vdcSou cenou 669, ale so Ziad-
strane menej neuspokojenych poziadaviek vedie k vicsej spokojnosti zdkaznikov a tym aj k vySSiemu profitu
v budiicnosti.
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5 ZAVER

V naSej prici sme sa zaoberali rieSenim distribu¢nych tloh s neistymi parametrami pomocou robust-
nej optimalizdcie. VzhI’adom na §iroky rozsah tejto problematiky sme sa zamerali na kapacitni okruZnd
dopravnu ulohu s neistymi poZiadavkami zdkaznikov. Ciel'om bolo navrhnit’ robustné modely na rieSenie
tejto ulohy.

V tvode sme opisali teoreticky zdklad s ticelom definovat’ a vysvetlit' zdkladné pojmy skiimanej prob-
lematiky. Druha kapitola obsahuje prehl’ad exaktnych a heuristickych metéd pouZivanych pri rieSeni CVRP.
Osobitna Cast’ tejto kapitoly je venovand CVRP s neistymi parametrami a zahfiia prehl’ad metdd so stochas-
tickym i robustnym pristupom. Zdrojom bola prevazne zahranicnd literatdra, nakol'ko literatira venovana
problematike robustnej optimalizacie v slovenskom, resp. ¢eskom jazyku prakticky neexistuje.

Dalej nasleduje opis zvolenej metodiky price a metéd skiimania. Opisali sme spdsob modelovania neis-
tych poZiadaviek zdkaznikov pomocou diskrétnych scendrov a dve stratégie na ndjdenie najhorSieho scendra.
Navrhli sme vhodnu deterministickd formuldciu CVRP, ktorti sme potom pouZili pri odvodeni robustnej for-
mulécie. TaktieZ sme predstavili dve exaktné a jednu heuristicki metédu na rieSenie CVRP, aby sme ich
neskor vyuzili pri rieSeni robustnej CVRP. Okrem toho sme objasnili kritérid, podl’a ktorych sme posudzo-
vali dspesnost’ navrhnutych robustnych stratégii. Tato kapitola obsahuje aj Specifikaciu testovacich inStancif
a softvérovych ndstrojov pouZitych pri nasich experimentoch.

V kapitole venovanej vyskumu sme prezentovali naS pristup k rieSeniu robustnej CVRP s neistymi poZia-
davkami zdkaznikov. Najskor sme navrhli a implementovali novy model CVRP 2 na rieSenie CVRP zaloZeny
na tokovej formuldcii, ktory sa vyznacuje polynomidlnym poctom anticyklickych podmienok. Tento model
je formuléciou vhodnou pre odvodenie takej formuldcie RVRP, ktord nebude prili§ zlozité riesit’.
sme efektivnu exaktni metédu CVRP 3 postavend na koncepte k-optimdlnosti. NaSa metdda iterativne zlep-
Suje pociatocné pripustné rieSenie nahradenim niektorych hrdn inymi. ZlepSenie rieSenia pritom dosiahne
exaktnym rieSenim jednoduchs$ieho problému, vd’aka comu ndjde optimadlne rieSenie omnoho rychlejsie nez
CVRP 2. Navyse, ak by bol vypocet prili§ zdihavy, mdzeme ho prerusit’ a ziskame tak k-optimalne riesenie.
Vzhl'adom na to, ze CVRP patri do skupiny NP-t' azkych problémov, nie je moZzné pomocou tohto modelu
exaktne rie§it’ ulohy s vel'’kym rozsahom, a preto sa na ich rieSenie vyuZivaju heuristické a metaheuris-
tické metédy. My sme na tento dcel navrhli a experimentdlne overili paralelny mikrogeneticky algoritmus
puGA, ktory profituje z vyhod mikrogenetického algoritmu a paraleného vypoctu. Pri paralelizcii mikro-
genetického algoritmu sme vychéadzali z principu hrubozrnného modelu, ale namiesto podpopulacii vel'kej
populdcie sme pouzili mikropopuldcie a proces migracie sme nahradili dosadenim nasadeného jedinca.
Novy pristup k rieSeniu CVRP predstavuje navrh lexikografického modelu LCVRP, ktorého ciel’om je ndjst’
rieSenie s minimdlnou cenou, pricom bude vyuZitd len najmenSia nutna kapacita vozidiel. Takéto rieSenie ma
sice viacsiu cenu v porovnani s cenou rieSenia pri vyuZiti plnej kapacity, ale na druhej strane nevyuZitd kapa-
cita vozidiel moZe slizit’ ako rezerva pre pripad, Ze ddjde k neocakdvanému ndrastu poziadaviek zakaznikov.
Vd aka tomu je rieSenie LCVRP do urcitej miery robustné.

V poslednej faze vyskumu sme sa venovali robustnej CVRP s neistymi poZiadavkami zdkaznikov, ktorej
ciel'om je ndjst’ také rieSenie, ktoré bez ohl’adu na to, aky scendr nastane, uspokoji vSetkych zdkaznikov.
Niekedy vsak také rieSenie neexistuje, a preto sme v naSom pristupe k rieSeniu tejto dlohy hl’adali rieSenie
s minimalnymi neuspokojenymi poZiadavkami a minimalnou cenou. Navrhli sme tri robustné stratégie na
rieSenie robustnej CVRP s neistymi poziadavkami zdkaznikov — stratégiu maximalneho scendra rvrp I, stra-
tégiu najhorsieho pripustného scendra rvrp 2 a stratégiu najmensej nutnej kapacity rvrp 3. Experimentalne
vysledky dosiahnuté aplikdciou tychto stratégii sme porovnali z hl’adiska ceny i z hl'adiska neuspokoje-
nych poZiadaviek. Na zdklade analyzy vysledkov bola z hl'adiska vyvdZeného kompromisu medzi cenou
a neuspokojenymi poZiadavkami najuspesnejSou stratégia rvrp 2.

Na zéaver zhrnieme vedecky a prakticky prinos prace.

5.1 Vedecky prinos prace
Za hlavny vedecky prinos tejto prdce mozno povazovat’:
e prehl’ad sucasného stavu rieSenia distribu¢nych tloh s vyuZitim robustnej optimalizicie,

e teoreticky navrh pristupu k rieSeniu problematiky robustnych modelov,
e softvérové rieSenia a verifikdciu navrhnutych pristupov,
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e inovativne metddy na rieSenie deterministickej i robustnej CVRP, vyuZiteI'né aj v inych oblastiach
kombinatorickej optimalizicie:

novu iterativnu exaktnd metddu na rieSenie CVRP,

efektivny paralelny mikrogeneticky algoritmus na rieSenie CVRP,
lexikograficky model CVRP,

novy pristup k rieSeniu robustnej CVRP s neistymi poZiadavkami zakaznikov.

5.2 Prakticky prinos prace

Navrhnuté modely ndjdu praktické vyuZzitie v oblastiach ako su napriklad:

e miestna preprava tovaru (zasobovanie),

o kuriérske sluzby,

o mestsky zber komunélneho a separovaného odpadu,
e mobilné gastronomické sluzby (cateringovy servis),
o Skolskd autobusova doprava,

e zvoz recyklovatel'nych obalov.

6 SUMMARY

Distribution problems are concerned with the transfer of goods or services between manufacturing facilities,
distribution centers and customers. Usually, we assume that input data (transportation costs, service times,
demands etc.) is precisely known at the time ofproblem solving. However, in many real-life applications
data are subject to uncertainty due to their random nature, measurement errors or other reasons. This ran-
dom behavior of the problem data could cause the proposed feasible solution to become infeasible. Robust
optimisation seeks the solution that is immune to this uncertainty under assumption that probability distri-
bution is unknown. Instead we assume that the uncertain problem parameters belong to bounded uncertainty
set. The objective of robust optimisation is to find the best solution which is feasible for any realization
of the data from the given uncertainty set. In this work we consider the robust capacitated vehicle routing
problem in which a set of uncertain customers’ demands has to be served by a fleet of homogenous vehicles
departing from a depot. We proposed three robust strategies which aim to minimise transportation costs and
unsatisfied demands for the specific uncertainty set. Our experimental results show that obtained solutions
can minimise unmet demands while incurring a small extra cost over deterministic optimal solution.

Keywords: robust optimisation, capacitated vehicle routing problem, uncertain customers’ demands, integer
and mixed linear programming, parallel micro genetic algorithm
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