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ABSTRAKT

DUDAS, Adam. Optimalizacia dekompozicie paralelnych a distribuovanych vypoétov
vybranych grafovych tiloh vo vysokovykonnom poéitani [dizertadna praca]. Zilinska
univerzita v Ziline. Fakulta riadenia a informatiky. Katedra informatiky. Skolitel’: doc.
Ing. Jarmila Skrinarova PhD. Zilina, 2020. 100 stran.

V tejto dizertacnej praci sa zameriavame na prezentovanie analyzovanych poznatkov,
algoritmov, metodik a nastrojov relevantnych pri rieSeni problematiky optimalizacie
dekompozicie paralelnych a distribuovanych vypoctov vybranych grafovych tloh vo
vysokovykonnom pocitani. Ako prostriedok rieSenia uvedenej problematiky sme
zvolili problém hranového trojofarbovania grafov, konkrétne sa sustredime na
regularne hranové trojofarbenie pri skupine kubickych grafov nazyvanych snarky.
Praca obsahuje analyzu teoretickych poznatkov tykajicich sa paralelnych
a distribuovanych vypoctov, dekompozicie vypoctov a vybranych poznatkov z oblasti
teorie grafov. Analyzujeme aktudlny stav rieSenia zpohladu paralelnych
a distribuovanych systémov a z pohladu algoritmov vyuZzivanych pri ofarbovani
grafov. Prezentujeme navrhnuté metodiky, nastroje a algoritmy, ktoré boli
experimentalne overené. VSetky experimenty vyhodnocujeme pomocou vybranych
kritérii.

KTlucové slova: paralelné pocitanie, distribuované pocitanie, dekompozicia vypoctu,

vysokovykonné poéitanie, ofarbovanie grafov, snark



ABSTRACT

DUDAS, Adam. Optimization of decomposition of parallel and distributed
computations of chosen graph tasks in high performance computing [dissertation
thesis]. University of Zilina. Faculty of Management and Informatics. Department of
Computer Science. Supervisor: doc. Ing. Jarmila Skrindrova PhD. Zilina, 2020. 100

pages.

This thesis is focused on presentation of analyzed findings, algorithms, methodologies
and tools which are relevant in the solving process of optimization of decomposition
of parallel and distributed computations of chosen graph tasks in high performance
computing. As a mean of solution of this topic we chose problem of edge 3-coloring
of graphs - we are focused on proper edge 3-coloring of subset of cubic graphs called
snarks. This thesis consists of the analysis of theory related to parallel and distributed
computing, decomposition of computations and selected information from the area of
graph theory. We analyze the state of art from the point of view of parallel and
distributed systems and from the point of view of the algorithms used for coloring of
graphs. We also present designed methodologies, tools and algorithms, which were
experimentally verified. All experiments were evaluated with the use of chosen

criteria.

Keywords: parallel computing, distributed computing, decomposition of computation,

high performance computing, graph coloring, snark
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UvVOoD

Teoria grafov v sebe zahfna mnohé problémy, ktoré je mozné rieSit’ pomocou
operacii na grafoch. V nasej praci sa zaoberame hranovym ofarbovanim grafov,
ktoré je relevantné v niekol’kych oblastiach — rozvrhovanie, pridel'ovanie radiovych
frekvencii, optimalizacia kompilatorov alebo SAT solvery.

Ked'Ze hranové ofarbovanie grafov je NP-tiplny problém, pouZivanie paralelnych
a distribuovanych metoéd je na jeho vypocet ziadané. V naSom pripade pocitame
s potrebou ofarbenia velkého mnozstva grafov. Tato ulohu dekomponujeme na
menSie podulohy, Ktoré riesime paralelne alebo distribuovane.

Nasim cielom je vytvorit metody a algoritmy na efektivne paralelné,
distribuované alebo kombinované ofarbenie velkych mnozin grafov pricom dbame na
optimaliza¢né kritéria ako ¢as ukon&enia poslednej tlohy atak isto na dizku
trvania vypoc¢tu jednotlivych poduloh.

V prvej ¢asti prace uvadzame pojmy z oblasti paralelného a distribuovaného
pocitania, ktoré su relevantné vnasej praci. Venujeme sa paralelnym
a distribuovanym vypoc¢tom, modelom paralelizacie vypoctu, druhom paralelizmov,
paralelnym a distribuovanym architektiram a modelom dekompozicie twlohy na
mensie podulohy.

Druha kapitola prace sa vztahuje na stru¢né predstavenie pojmov a konceptov
z problematiky teorie grafov, ktoré rieSime v tejto praci. V praci rieSime hranové
ofarbovanie velkych mnozin grafov, pricom sa zameriavame na konkrétny typ
grafov, pri ktorych je samotné hranové ofarbovanie problematické. V tejto praci sa
zaoberame len kubickymi grafmi.

Kapitola tri pontuka prehl’ad algoritmov, vyuzivanych pri hranovom ofarbovani
grafu. Obsahuje algoritmus hranového backtrackingu (tento algoritmus pouzivame
v experimentoch), Kowalikov algoritmus ofarbovania hran a heuristicki metodu
premiestiovania konfliktnych vrcholov autorov Fiolu a Vilaltellovej.

V stvrtej kapitole prezentujeme dosiahnuté vysledky. Prezentujeme vlastné
algoritmy a metédy na hranové ofarbovanie velkych mnozin grafov s vyuzitim
paralelného adistribuovaného pocitania. Vsetky algoritmy a metodiky sme

experimentalne overili, priCom vysledky experimentov ponukame V prislichajucich



Castiach kapitoly. Algoritmy sme prezentovali v ramci domacich a zahrani¢nych
vedeckych konferencii a si publikované v niekol’kych z autorskych vystupov.

Stvrtd kapitola obsahuje aj vysledky prezentované ako stdast’ €&lankov
v zbornikoch z vedeckych IEEE konferencii evidovanych v databazach Web of
Science a Scopus:

e Dudas, A., Skrinarova, J., Vostinar, P., Sila¢i, J.: Improved process of running

tasks in the high performance computing.

e Dudas, A., Skrinarova, J., Vesel, E.: Optimization design for parallel coloring
of a set of graphs in the High-Performance Computing.

e Vesel, E., Skrinarova, J., Dudas, A.: Comparison of in-house HPC calculation
with public cloud computing for parallel algorithm containing recursive
functions.

e Skrinarova, J., Dudas, A.: Optimization of Functional Decomposition of
Parallel and Distributed Computations in Graph Coloring with the use of High
Performance Computing. [Current contents] (v recenznom konani)

e Dudas, A., Skrinarova, J.: Edge coloring of set of graphs with the use of data
decomposition and clustering. (v recenznom konani)

Tieto publikdcie boli Ciastocne zaloZzené na predchadzajicom vyskume

prezentovanom v:

e Skrinarova, J., Dudas, A., Vesel, E.: Model of education and training strategy
for the management of HPC systems.

e Skrinarova, J., Dudas, A.: A Methodology for the professional training of the
management and evaluation of HPC systems.

Kapitola tiez obsahuje vysledky prezentované ako stcast neevidovaného
abstraktu a prezentacie na zahrani¢nej konferencii ParNum 2019, ktorej vystupom
bolo pozvanie do $pecializovaného ¢isla ¢asopisu Computing and Informatics (Casopis
je evidovany v databaze Web of Science, Current contents connect), zameraného na
vypoctové systémy, paralelné a distribuované vypocty, teoretické poznatky a
softvérové inzinierstvo.

Na zaver prace uvadzame vyhodnotenie dosiahnutych vysledkov a pontikame

pohl'ad na d’alsie mozné oblasti, ktoré je potrebné v buducnosti skumat’.
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CIELE PRACE

Hlavnym ciel'om prace je navrh, implementacia a overenie algoritmov, metodik a
nastrojov, ktoré prispeju k optimalizacii dekompozicie paralelnych aplikacii pri praci
s vybranymi t'azkymi tlohami z oblasti teérie grafov — v nasom pripade ide konkrétne
0 hranové trojofarbovanie grafov. Konkrétnymi ciel'mi prace je potvrdenie alebo
zamietnutie nasledujucich hypotéz:

e H1 - Algoritmus hranového backtrackingu nie je citlivy na pociato¢ny vrchol
ofarbovania grafu. To znamena, ze ak pri vypocte pouzijeme réznu postupnost’
hran, bude doba vypoctu algoritmu pre zadany graf rovnaka.

e H2 - Neexistuje také poradie ofarbovania hran grafu, ze po jeho aplikovani na
mnozinu grafov, bude ¢as ofarbenia celej mnoziny grafov redukovany. Tato
hypotéza stvisi S optimalizaciou casovej naro¢nosti algoritmu hranového
backtrackingu.

e H3 - Nie je mozné rozdelit mnozinu grafov na podmnoziny (zhluky) tak, ze
pre kazdi podmnozinu grafov je mozné najst’ také poradie ofarbovania hran,
ktoré znizuje ¢as potrebny na ofarbenie kazdého grafu v danej podmnozine.

e H4 - Neexistuje také poradie ofarbovania hran grafu, Ze ¢as hranového
ofarbovania je pre kazdy graf z mnoziny rovnaky (resp. je Vv stanovenej
tolerancii - intervale). Tato hypotéza suvisi so spravnou dekompoziciou tlohy
podla 1.3.

Okrem cielov prace formalizovanych v hypotézach je potrebné presktimat
moznosti paralelizacie vypoctov tykajicich sa hranového trojofarbovania grafov.
Tento ciel je vysledkom osobnej komunikacie s hlavnym riesitelom v ramci projektu
VEGA 1/0487/17 - Algoritmy na grafoch a algebraickych Strukturach atiez bol
zahrnuty v slovenskom manifeste tykajacom sa smerovania vyskumu v oblasti teérie
grafov z roku 2015.

Doplnkovym cielom prace je preskiimat’ moznosti vyuzitia metdd zhlukovania pri
praci s grafovymi dajmi. Cielom je zhlukovanie, ktoré prispeje k efektivnej

dekompozicii problému.
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1 PARALELNE A DISTRIBUOVANE POCITANIE

Paralelné a distribuované pocitanie je pritomné v niekol’kych odvetviach
informatiky — algoritmy, pocitacové architektary, siete, operacné systémy alebo
softvérové inzinierstvo. Paralelné a distribuované pocitanie stavia na zakladnych
systétmovych konceptoch apridava knim niekol’ko konceptov ako subezné
vykonavanie procesov, vzajomné vylucenie, zasielanie sprav a modely so zdiel'anou
pamétou.

V praci sa venujeme vypoctu ofarbenia velkych mnozin grafov pomocou
paralelnych, distribuovanych alebo kombinovanych algoritmov. Zameriavame sa na
dekompoziciu daného problému ahladame taky model, ktory ulah¢i a zrychli

vypocet.

1.1 PARALELNE POCITANIE

Technologie zalozené na paralelnom spracovani su pritomné vo vacsine novych
procesorov av mnohych vypoctovych zariadeniach od Standardnych osobnych
pocitacov az po pracovné stanice a superpocitace.

Hlavnou motiva¢nou silou za tymto vyvinom je fakt, ze paralelizmus umoziuje
vyrazné vykonnostné a ¢asové zlepSenie vypocltov S vyuzitim Standardnych
technologii. Ztoho vyplyva vyrazné znizenie nakladov na vypocéet problému
V porovnani s vyvojom Specializovanej vysokovykonnej infrastruktary [39].

Idea pocitacov S jednym procesorom zacina podsobit’ archaicky a zastaralo.
V sucasnosti je potrebné upravit’ pristup k pocitaniu:

e Chceme zvysit’ vykon pocitaca s vyuzitim jedného procesora tak, aby pre svoj
chod potreboval primerané mnozstvo energie. Na dosiahnutie pozadovaného
vykonu je praktickejSie vyuzitie viacerych jednoduchych procesorov [36].
Vysledkom tohto pozorovania je tvrdenie, ze ak aplikacia nie je dostatocne
rychla na stroji sjednym procesorom, potom, V pripade, ze nevyuziva
paralelné pocitanie, nebude rychla ani na multiprocesorovom stroji.

e Je potrebné vytvorit nastroje, ktoré dokazu rozpoznat paralelizmus.
V algoritme je priestor na zrychlenie jeho vykonavania v takom pripade, Ze
niektoré podulohy mozu byt pocitané sucasne. Podmienkou takéhoto

stcasného vykonania podtlohy je uchovanie spravnosti informacie.
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e Optimalizacia vykonu systému zavisi od spravnej paralelizacie programu na
vSetkych urovniach: algoritmicka, vyvojova, uroven opera¢ného Systému,
kompila¢na a hardvérova.

e Pri paralelnom pocitani je potrebné vziat do uvahy pocet procesorov
pouzivanych pri vypocte, komunikaéné naklady medzi jednotlivymi
procesormi a medzi procesormi a pamétou. Z tohto pohl'adu rozlisujeme dva
typy problémov:

o Problémy zavislé od vypoctu (z angl. Compute - bound problems) —
pri tychto problémoch je potencialne zrychlenie vypoctu zavislé od
rychlosti vypoctu algoritmu na jednotlivych procesoroch.

o Problémy zavislé od komunikacie (z angl. Communication - bound
problems) — vtejto mnozine problémov je potencialne zrychlenie
vypoétu zavislé na rychlosti dodavania dat procesorom v resp.
extrakcie dat z procesorov [35].

Paralelné vypocéty moézeme definovat’ ako vypocty, ktoré simultanne pouzivaju
viaceré vypoctové prostriedky. Pre svoju aktivitu vyuzivaja viaceré procesory (angl.
Processing element, PE). Ich ulohy s delené na diskrétne Casti, zvané podulohy,
ktoré je mozné riesit’ sibezne a kazda z tychto diskrétnych cCasti je nasledne rozdelena

na postupnost’ inStrukcii, ktoré je mozné vykonavat’ subezne na réznych procesoroch

12].

1.1.1 PARALELNE ALGORITMY A PROGRAMY

Paralelny algoritmus je taky postup rieSenia problému, pri ktorom je mozné
vSetky jeho podulohy riesit’ paralelne v rovnakom case za predpokladu nezavislosti
dat medzi jednotlivymi podalohami [35].

V paralelnom programovani vzrastd pocet zakladnych instrukcii tak isto ako
potrebny pocet hardvérovych inStrukcii — ked’Ze mézeme spravovat’ sucasne niekol'ko
stoviek procesorov, medzi ktorymi mozu prebiechat miliony medziprocesorovych
interakcii [21]. To spdsobi, ze komplexny program je modularne - zlozeny
z jednoduchych ~ komponentov.  Samotné  komponenty = maji  Struktru
vysokouroviiovych abstrakcii ako datové Struktary, cykly alebo procedury.

Paralelné programy tvorime pomocou niekol’kych modelov:

e Vlaknovy model — je zékladna jednotka pre planovanie ¢innosSti procesora.

Pozostava z ¢itacky inStrukcii, sady registrov a zasobnika. Tento model vieme
13



implementovat’ niekol’kymi spésobmi, napriklad POSIX threads alebo
OpenMP [8].

Model zasielania sprav — tlohy si vymienaji tidaje zasielanim a prijimanim
sprav. Skupina uloh pouziva kazda svoju lokalnu pamit pri vypocte.
Implementujeme pomocou Message Passing Interface (MPI) [8, 21].

Datovo paralelné systémy — paralelné spracovanie sa vtomto modeli
zameriava na skupiny uloh pracujice s datovou mnozinou. Kazda skupina
uloh pracuje na inej ¢asti mnoziny. Medzi implementacie patria Fortran 90, 95
alebo Vysokovykonny Fortran (z angl. Highperformance Fortran, HPF) [10,
21].

SPMD model — model jedného programu a niekolkych datovych mnozin
(zangl. Single program multiple data). Kazda tloha vykonava ten isty
program na inej mnozine dat [21].

MPMD model — model niekolkych programov aniekolkych datovych
mnozin (z angl. Multiple program muliple data). Ulohy vykonavaju ten isty
program s roznymi datami [21].

Hybridné modely — st tvorené spajanim ostatnych paralelnych programovych
modelov. Standardnymi kombinaciami sa OpenMP v spojeni s MPI, POSIX
threads spojené s MPI alebo datovo paralelny model, implementovany v HPF
Vv spojeni s MPI [21].

Paralelizmus je mozné implementovat’ na réznych tdrovniach systému pricom je

potrebné vyuzivat’ hardvérové a softvérové techniky:

Paralelizmus na trovni dat simultanne vykonava operacie na viacerych
bitoch jednej inStancie dat alebo na viacerych datach. Prikladom takejto
paralelizacie by mohol byt paralelny stcet, paralelné nasobenie alebo delenie
binarnych ¢isel, VPAs (z angl. Vector Processing Arrays) alebo systolické
polia s viacerymi vzorkami dat.

Paralelizmus na trovni inStrukcii sucasne vykonava viac ako jednu
inStrukciu na procesore. Prikladom paralelizmu na turovni inStrukcii je
zretazenie inStrukcii pomocou tzv. pipeliningu.

Pri paralelizme na wurovni vliakien sa vykonava niekolko softvérovych
vlakien sGcasne na jednom alebo viacerych procesoroch. VIakno je cast

programu, ktora zdiel’a zdroje procesora s inymi vlaknami.
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Proces je program, ktory bezi na pocitaci a ma alokované zdroje pocitaca ako
pamit'ové miesto a registre. Paralelizmus na urovni procesov je zalozeny na
multitaskingu a ¢asovom zdielani, priCom je na jednom alebo viacerych

procesoroch vykonavanych niekol’ko programov sucasne [35].

1.1.2 PARALELNE POCITACOVE SYSTEMY

Pre Ucely paralelnych a distribuovanych vypoctov bolo vyvinuté vel'ké mnoZstvo

roznych typov paralelnych poditacovych systémov. NajznamejSim rozdelenim

tychto systémov je Flynnova taxonémia, ktora berie do uvahy dva toky — instrukény

a datovy. Podra toho, ¢i jednotlivé toky obsahuju jeden (single) alebo viac (multiple)

prvkov pozname vo Flynnovej Klasifikacii Styri typy paralelnych architektar [10, 35]:

Jeden inStrukény a jeden datovy tok (angl. Single Instruction Single Data
Stream, SISD) — prikladom takéhoto systému by mohol byt jeden procesor.
Jeden instrukény a niekolko datovych tokov (angl. Single Instruction
Multiple Data Stream, SIMD) — vSetky procesory vykonavaji rovnaké
instrukcie na rovnakych datach. Kazdy procesor ma vlastné data v lokalnej
paméti a procesory si navzijom data vymieniaju pomocou jednoduchych
komunika¢nych schém.

Niekol’ko inStrukénych a jeden datovy tok (angl. Multiple Instruction Single
Data Stream, MISD) — niekol’ko procesorov vykonava roézne instrukcie na
rovnakych datach.

Niekol’ko inStrukénych a niekol’ko datovych tokov (angl. Multiple
Instruction Multiple Data Stream, MIMD) — kazdy procesor vykonava vlastné
inStrukcie na svojich lokalnych datach. Prikladom takychto paralelnych

procesorov su viacprocesorové systémy a viacvlaknové multiprocesory.

Flynnova Kklasifikdcia je pomerne hruba asamotna synchronizacia medzi

procesormi Flynnom nebola uvazovana ako jedno z kritérii systému. Pri pohlade na

najcastejsie vyuzivané paralelné architektiry, by sme mohli vytvorit' nasledovnu,

jemnejsiu Klasifikaciu [35]:

Multiprocesory so zdiePanou pamitou, tiez nazyvané UMA (z angl.
Uniform Memory Accesss), umoziuju jednoduchy vyvoj paralelného softvéru
a podporuji zdielanie kédu a dat [37]. Zdiel'ana pamat je pouzivana ako

prostriedok na komunikaciu medzi procesormi. Vsetky procesory
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v architektare so zdielanou pamidtou vedia pristupovat k rovnakému
adresnému priestoru pomocou prepojovacej siete. Tento typ architektary
umoznuje I'ubovolnému procesoru pristupovat’ k l'ubovol'nému pamatovému
modulu. V systémoch s viacerymi pamidtovymi modulmi je mozny pristup
viacerych procesorov do viacerych pamédtovych modulov sucasne. Jedna sa
0 UMA systém - kazdy procesor vie pristupovat’ kK l'ubovolnému paméatovému
modulu v rovnakom ¢ase. Pri multiprocesoroch so zdielanou pamitou je
potrebné riesit’ synchronizaéné problémy aby sa predislo konfliktom
Vv zapisovani alebo ¢itani dat jednym alebo viacerymi procesormi.
Multiprocesory s distribuovanou pamétou, tiez NUMA (z angl.
Nonuniform Memory Accesss), sa vyznacuju tym, ze kazdy paméat'ovy modul
je asociovany s procesorom. Kazdy procesor moéze priamo pristupovat’
k svojej pamiti ale na pristup k neasociovanym paméatovym modulom musi
byt v systéme zavedeny mechanizmus zasielania sprav (z angl. Message
passing mechanism). Na rozdiel od multiprocesorov so zdiel'anou pamétou, je
pri NUMA systémoch pristup k pamdtovym modulom nejednotny. Podla
toho, ¢i je systém s distribuovanou paméitou zlozeny z identickych alebo
heterogénnych procesorov hovorime 0 symetrickom resp. nesymetrickom
multiprocesore - SMP (z angl. Symmetric multiprocessor) resp. ASMP (z
angl. Asymmetric multiprocessor).

SIMD procesory mozu patritt do triedy multiprocesorov so zdiel'anou
pamétou ale aj multiprocesorov s distribuovanou pamétou. SIMD systémy,
ktoré st zaloZené na zdiel'anej pamiti su vhodné pre aplikacie, ktoré potrebuju
Casté interakcie s datami, kde jeden procesor plni funkciu producenta novych
dat a ostatné procesory funkciu konzumenta dat. Kazdy procesor vykonava
rovnaku ulohu Vv synchronizacii s ostatnymi procesormi. Vykonavana tloha
moze byt’ jednoducha instrukcia, vlakno alebo proces.

Systolické procesory obsahuju procesory, ktoré vac¢sinou vykonavaju rovnaka
tlohu. Standardné prepojenie jednotlivych procesorov je zlozené z prepojeni
medzi susednymi procesormi a niekol'kymi globalnymi prepojeniami. Kazdy
procesor ma malé¢ pamitové miesto na ukladanie dat a medzivysledkov
vypoctu. Systolické architektary su vhodné na implementaciu algoritmov,

ktoré su pravidelné s jednoduchymi datovymi zavislostami. Prikladom
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takychto algoritmov su algoritmy linearnej algebry, hladanie retazcov
a vzorov, digitalne filtre a podobne. Problémom so systolickymi procesormi je
ich navrh. Systolicky procesor je standardne navrhnuty na implementaciu
Specifického algoritmu - pre implementaciu iného algoritmu, musi byt
procesor navrhnuty znovu. Druhym problémom je problém s rozdelenim 1/O
operacii vyplyvajlci zo samotnej architektury procesora.

o Kilastrové systémy st zlozené z dvoch alebo viacerych pocitacov, ktoré su
vyuzivané na vypocet uréeného problému alebo jeho Casti. Vo vypoctovom
Klastrovom systéme je prepojenie medzi jednotlivymi pocitacmi zabezpecena
pomocou lokalnej siete (LAN). Pocitace v klastrovom systéme komunikuji
navzajom aso zdielanou pamidtou. Zdieland pamit musi byt schopna
komunikovat’ s viacerymi procesormi zaroven. Klientsky pocita¢ distribuuje
ulohu medzi procesory klastra a po vypocte ulohy zozbiera vysledky.

e Gridové systémy poskytuja  pristup K vypoctovym  prostriedkom
distribuovanym pomocou siete WAN. Gridovy systém moéze byt zlozeny
z vel’kého poctu procesorov distribuovanych na velkej geografickej ploche.
V porovnani S Klastrovym pocitanim, gridovy systém je velky klaster
pocitac¢ov, ktoré st navzajom prepojené pomocou WAN siete ako Internet.

e Viacjadrové procesory st multiprocesorové systémy, ktoré maju vsetky
procesory ulozené na rovnakom ¢ipe. Pod pojmom viacjadrovy procesor
modzeme tiez rozumiet’ systém, kde su procesory ulozené na réznych ¢ipoch
ale tie pouzivaju jedno balenie (napriklad multi¢ipovy modul). Takéto
uzavreté balenie umoziuje vysoku rychlost’ medzi procesorovej komunikacie
bez vysokej energetickej naro¢nosti.

e Tokové multiprocesorové systémy sua SIMD alebo MIMD stroje, ktoré st
zlozené z tokovych procesorov. Tokovy procesor je definovany ako procesor,
ktory pracuje s datovymi tokmi a jeho architektira obsahuje jadra na pracu
s takymito tokmi [38]. Koncept tokového spracovania dat je uzko spaty

s grafickymi procesormi (GPU).

1.2 DISTRIBUOVANE POCITANIE
Komponenty distribuovaného systému st pocitace, navzajom prepojené sietou,

ktoré komunikujui a koordinuju svoju pracu zasielanim sprav [40]. Sietou prepojené
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pocitate moézu byt fyzicky rozdelené akoukol'vek vzdialenostou — mozu byt na

roznych kontinentoch, v rovnakej budove ale aj vrovnakej miestnosti. Definicia

distribuovanych systémov v sebe zahifa niekol'’ko vyznamnych poznatkov [40]:

SubeZnost’ — Pri sietovo prepojenych pocitacoch je Standardom subezné
vykonavanie programov - kazdy pouzivatel’ méze pracovat’ na svojom pocitaci
stibezne s inymi pouZzivateI'mi pri¢om zdiel'aju zdroje ako internetové stranky
alebo stubory. ZvySenim poctu zdrojov v sieti (napr. pocitatov) je mozné
zvysit kapacitu systému na pracu so zdielanymi prostriedkami. KIa¢ovym
konceptom vyplyvajicim zo subezného vykonavania programov je
koordin4cia tychto programov.

Neexistuju globalne hodiny — V pripade, Ze niekol’ko pocitacov v sieti
potrebuje navzajom spolupracovat, na vzajomn( koordinaciu ukonov
vyuzivaji vVymienanie sprav. Tato koordinacia je zavisla na spolo¢nom case,
v ktorom sa jednotlivé akcie programu Vykonaju. Problémom s vSak
obmedzenia v presnosti, s ktorou dokazu pocitace v sieti synchronizovat’ svoje
hodiny — v takomto systéme nie je mozn¢é nastavit’ jeden presny, korektny ¢as.
Tento problém je priamym doésledkom toho, Zze v systéme je na komunikaciu
vyuzivané len zasielanie sprav po sieti.

Nezavislé zlyhania — Ddosledkom zlyhaniasiete je, Ze pocitace zapojené
v tejto sieti sa stant nedostupné, aj ked’ samotna funkcnost’ pocitacov nie je
ovplyvnena. Programy v tychto pocitacoch nie st schopné detegovat, ¢i
nastalo zlyhanie siete, alebo je siet’ len nezvycajne spomalena. Tak isto
zlyhanie pocitaca, alebo neocakavané ukoncenie programu na jednom
z poc¢itacov nie je hned’ oznamené ostathnym komponentom v sieti. Kazdy
komponent systému moéze zlyhat' nezavisle a ostatné komponenty to nemusi

vobec ovplyvnit'.

Z definicie distribuovanych systémov aich konstrukénych vlastnosti vyplyva

niekol’ko podmienok/pravidiel, ktoré by mali distribuované systémy dodrziavat’ [40]:

Sietové prepojenie pocitaov umoznuje pouzivatelom pristup K sluzbam
a aplikaciam heterogénnej mnoziny pocitacov a sieti. Heterogenita je mozna
na niekol’kych komponentoch distribuovaného systému: siete, pocitacovy
hardvér, operaény systém, programovacie jazyky aimplementacie

jednotlivych  pouzivatelov systému. Programy roznych pouzivatel'ov
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navzajom nie si schopné komunikovat v pripade, Ze nepouzivaju rovnaké
Standardy. Jednym z takychto Standardov je vyuzitie tzv. middlevéru, ktory
okrem rieSenia heterogenity poskytuje aj jednotny vypocétovy model pre
programatorov Serverov a distribuovanych aplikacii. Middlevér je softvér,
ktory poskytuje programové abstrakcie a zahladzuje heterogenitu jednotlivych
systémovych casti (Sieti, hardvéru, operacnych systémov, programovacich
jazykov).

Otvorenost’ systému sposobuje to, ze je mozné systém rozSirovat
a implementovat’ réznymi sposobmi. Otvorenost’ distribuovaného systému je
definovana najméd moznost'ou pridavania novych sluzieb schopnych zdiel'ania
zdrojov. Systémy, ktoré su navrhnuté tak, aby podporovali zdiel'anie zdrojov
oznacujeme ako Otvorené distribuované systémy. Mozu byt rozsirené na
hardvérovej urovni pridanim pocitacov do siete ana softvérovej turovni
pridanim novych sluzieb alebo novej implementacii starych sluzieb.
Bezpecnost’ v pripade informacnych zdrojov sa sklada z troch komponentov:

o diskrétnost’ — ochrana pred neautorizovanymi pouzivatel'mi,

o integrita — ochrana pred neautorizovanym upravenim alebo zni¢enim
dat,

o dostupnost’ — ochrana proti preruseniu z dovodu pristupu ku zdrojom.
Vécsina  bezpeCnostnych problémov je v distribuovanych systémoch
uspokojivo vyriesenych, pretrvavaju vsak dva problémy, ktoré je v buducnosti
potrebné riesit’:

o Odmietnutie servisnych utokov — Je mozné, ze pouzivatel bude
chciet’ prerusit vykonavanie jednej zo sluzieb. Toto modze byt
dosiahnuté zahltenim sluzby takym mnozstvom dopytov, ze ostatni
pouzivatelia, Ktori chcu sluzbu vyuzit, nebudii mat moznost’ SO
systémom pracovat’.

o Bezpecnost mobilného kodu — S mobilnym kédom musi byt
zachadzané s davkou opatrnosti. Pri obdrzani programu pomocou
elektronickej posty ajeho  naslednym  spustenim Vv ramci
distribuovaného systému, nie je mozné predpokladat aké nasledky

samotné spustenie bude mat’.
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e Systém je SkalovatePny ak ostava efektivny aj po pridani znaéného mnozstva
zdrojov a pouzivatel'ov. Navrh SkalovateI'ného distribuovaného systému so
sebou prinasa niekol’ko vyziev:

o Naklady na udrziavanie fyzickych zdrojov — S rastacim dopytom po
urc¢itom zdroji, by malo byt mozné systém rozsirovat’ tak, aby boli
naklady na toto rozsirenie zhodné so samotnym dopytom.

o Udrziavanie vykonnosti — Ak zoberieme do avahy riadenie mnoziny
dat, ktorych velkost' je proporc¢na k poctu pouzivatelov systému,
chceme pristupovat’ k tymto datam bez straty vykonnosti. Algoritmy,
ktoré pouzivaju hierarchické datové Struktiary st v tomto ohl'ade lepsie
Skalovatel'né ako tie, ktoré pouzivaju linedrne Struktiry. Nie st vSak
bezstratové. V pripade, ze mame hierarchicky strukturovani mnozinu
dat o vel’kosti n prvkov, ¢as na pristup k tejto mnozine dat je O(log n).
Aby sme systém mohli nazvat' skalovatelnym, maximalna strata
vykonu by nemala byt vysSia, nez strata pri vyuzivani hierarchickej
Struktiry.

o Zachovanie softvérovych zdrojov — Je narocné odhadntt’ dopyt, ktory
by mohol vramci systému Vv budacnosti vzniknat. Prilisné
kompenzovanie pre pripadné potreby budicich pouzivatelov je
Vv istych pripadoch horSie ako prispdsobenie systému zmene, napriklad
véac¢sie internetové adresy zaberaju viac pamitového miesta.

o Vyhnutie sa izkym hrdlam v programoch — Algoritmy by mali byt
decentralizované, aby sa vyhlo uzkym hrdlam v programoch. Pri
niektorych ¢asto navstevovanych zdielanych zdrojoch (napriklad
stranke pristupovanej mnohymi pouZivate'mi) moZe nastat’ pokles vo
vykonnosti. Na zlepsenie vykonnosti takychto zdiel'anych zdrojov je
vhodné pouzitie vyrovnavacich pamiti a replikacie tychto zdrojov.

V idealnom pripade by sa systém a softvér nemali menit’ pri zmene skaly

systému. Takato stabilita je vsak tazko dosiahnutel'na.

e Ak by proces, ktory riadi zdiel'ané zdroje mohol v jednom ¢ase prijat’ len
jednu ziadost’, systém by mal znizenu priepustnost. Prave preto sluzby

a aplikacie povol'uju subezné spracovavanie niekol’kych ziadosti.
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Transparentnost’ je prezentovanie komponentov distribuovaného systému
takou formou, aby bol systém vnimany ako celok (nie ako kolekcia
oddelenych ¢asti). Transparentnost je V distribuovanych systémoch
implementovana podla ANSA [41] s pridanim tzv. mobilnej transparentnosti:

o Pristupova transparentnost’ je zalozena na pouzivani rovhakej sady
prikazov pre pracu s lokalnymi a vzdialenymi zdrojmi.

o Loka¢na transparentnost’ zabezpeCuje, ze K zdrojom je mozné
pristupovat’ bez potreby vedomosti otom, ¢i su vzdialené alebo
lokélne.

o Sihbezina transparentnost’ poskytuje moznost  vykonavania
niekol’kych procesov, ktoré vyuzivaju zdielané zdroje subezne bez
toho aby medzi nimi doslo k vyruseniam.

o Replika¢na transparentnost’ je zalozena na moznosti vyuzivania
niekol’kych instancii zdrojov s cielom zvySenia spolahlivosti a vykonu
systému.

o Transparentnost® chybovosti zabezpecuje zapuzdrenie chyb
Vv systéme takym spdsobom, ktory umoziuje pouzivatelom
a aplikaciam ukoncit’ ich tlohu aj napriek chybe hardvérového alebo
softvérového komponentu.

o Mobilna transparentnost’ dovol'uje zdrojom a klientom pohybovat’ sa
v systéme bez toho aby boli ovplyvnené operacie alebo pouzivatel'ské
programy.

o Vykonnostna transparentnost’ zabezpecuje moznost’ prekonfigurovat’
systém s cielom zlepsenia vykonu podl'a zmien v zat'’azi na systém.

o Transparentnost’ §kalovatelnosti je zaloZena na moznosti rozsirenia
systétmu alebo aplikacii bez zmien v Struktare systému alebo
algoritmov.

Hlavné vlastnosti systému, ktoré vplyvaju na kvalitu sluzby st spolahlivost,
bezpecnost’ a vykon. Novsim, podstatnym aspektom kvality sluzby je
prispdsobivost zmenam konfiguracie systému a dostupnosti zdrojov.
Sporlahlivost’ a bezpe¢nost’ st kritické pri navrhu viacsiny pocitacovych
systémov. Vykon ako sucast’ kvality sluzby bol definovany ako prispésobivost’

zmendm konfiguracie Systému a priepustnost’ systému.
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1.3 DEKOMPOZIiCIA ULOHY

Dekompoziciu problému mozeme opisat’ ako rozkladanie vypoctov na mensie
Casti. Pre takéto rozdelenie ulohy je vhodné pouzivat' niektoré 2z modelov
dekompozicie.

Optimalizaciou tychto modelov myslime ich vyuzivanie a pripadné upravovanie
tak, aby sme minimalizovali ¢as vypoctu.

Na zaklade dekompozicie problému vznikne mnozina nezavislych alebo vzajomne
komunikujacich procesov (aloh), ktort mozno priradit vhodnej paralelnej
architekture [2]. Pri pridel'ovani uloh na jednotlivé procesory dbame na vyrovnavanie
zataze s cielom minimalizovat’ naklady.

Zakladom pre dekompoziciu problémov je poznanie idealizovanych typoch
paralelizmov:

e Jednoduchy paralelizmus — v ktorom je problém P rozdeleny na mnozinu n

podproblémov Pi1, P2, ... Pn , ktoré rieSime nezavisle, pricom pouzivame
nezavislé mnoziny udajov. Takéto rieSenie podproblémov zadina

V pociato¢nom case ts a konci vo finalnom case tr [2].

PROBLEM P

v

Obrazok 1.1 — Jednoduchy paralelizmus, problém P je zloZeny z troch podproblémov P, P2, P3

e Prudovy paralelizmus — podobne ako pri jednoduchom paralelizme je
potrebné problém P rozdelit’ na mnozinu n podproblémov Pi1, P2, ... Py, ktoré
vsak budu riesené v postupnosti — prade — jeden za druhym a pritom spracuja

rozsiahlu mnozinu udajov [2].
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Obrazok 1.2 — Prudovy paralelizmus, podproblémy problému P spracovavané v dvoch pridoch

Expanzivny paralelizmus — na rozdiel od jednoduchého a pradového
paralelizmu, expanzivny paralelizmus je definovany rekurzivnym rieSenim n

tych istych problémov [2].

PROBLEM P
ey \\

# PROBLEM P
N\
\

i3
ll'
a-mel el N
PROBLEMP | | PROBLEMP |
L P

Obrazok 1.3 — Expanzivny paralelizmus, rekurzivne rieSenie problému P
Masivny paralelizmus — je paralelizmom vyuzivanym pri rozsiahle] mnozine

[}
funk¢ne identickych problémov P, ktoré spracovavaju paralelne rozsiahlu

mnozinu udajov v identickom case [2].
niektoré z modelov

Pre rozdelenie ulohy na casti je nutné pouZivat
dekompozicie. Podl'a [2] rozoznavame 4 druhy dekompozicie problému:
Jednoducha dekompozicia — Ked oznacime Casovy Gsek na vykonanie tlohy

[}
spojenej s rieSenim problému Pi ako T(Pi), potom je paralelny ¢as vypoctu
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tr—#s pri p = n procesoroch uréeny ako maximum ¢asovych intervalov T(Pj),
¢ize [2]:

T(n,P) =t —ts=max{T(Pi) |i=21.n}ifp=n (1.2

Preto pri jednoduchej dekompozicii pozadujeme priblizne rovnaké ¢asové
intervaly T(P;) rieSenia jednotlivych podproblémov, vyjadrené nasledovne [2]:
T(P1) = T(P2) ~... = T(Py) (1.2)

Funkcionalna dekompozicia — Ak predpokladame, Ze T(P;) oznacuje ¢asovy
interval na rieSenie podproblému Pj nachadzajuceho sa v prude a spracovavana
udajova mnozina na vstupe obsahuje m prvkov, efektivne vyuzitie pradového
spracovania pri pouziti p procesorov podlieha splneniu dvoch podmienok:
1. V ideédlnom pripade je potrebné problém P dekomponovat' na n = p
podproblémov, pre ktoré plati [2]:
T(PY= T(P2)=... = T(Pn) (1.3

V opaénom pripade procesory budi zbytoCne cakat na ukoncenie
prace inych procesorov [2].

2. Pre zabezpecenie vysokej vykonnosti vypoctu je potrebné, aby pocet
prvkov m spracovavanej vstupnej mnoziny bol dostato¢ne vysoky, aby
dostato¢ne nasytil prud paralelne pracujicich procesorov [2].

Hierarchicka dekompozicia — je dekompoziciou expanzivne paralelného
problému. Ak povazujeme T(P) za casovy interval na vykonanie tlohy pre
rieSenie problému P a tento problém je rieseny rekurzivne dvoma tymi istymi
ulohami (do m urovni) z ¢oho vyplyva, ze jeho celkova velkost je n = 2m—1,
celkovy paralelny ¢as je O(logn). Pri architektarach SIMD je mozné odvodit’
redukovany pocet procesorov (mensi ako ocakavanych O(n)) pri ktorom
algoritmus zachovava stale svoju optimalnost’. V pripade architektar MIMD
nie je vyhodné vykonavat Ulohu s expanzivnym paralelizmom bez
akéhokol'vek riadenia, pretoze vykonnost’ je dana nielen po¢tom procesorov,
ale tiez komunika¢nymi nakladmi [2].

Udajova dekompozicia — je funkéne jednoduchéd, kedze je ta istd aloha

vykonavana na nezavislych udajovych mnozinach. Zatazenie procesorov je
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zavislé na dekompozicii samotnych tdajov. Ak na zaklade dekompozicie
udajov mozno dosiahnut’ funkciu, ktora je do takej miery jednoducha, aby
bolo mozné pouzit' architektiru SIMD, potom je mozné dosiahnut velmi

vykonny vypocet [2].

Z tejto klasifikacie je zrejmé, Ze zjednocujicim podstatnym konceptom pri

dekomponovani tuloh na podulohy je diZka trvania jednotlivich poduloh.

V idedlnom pripade by malo vykonanie vsetkych podiloh trvat rovnaky ¢as, ¢o

vedie k stavu, ked’ podalohy nemusia v Systéme ¢akat' na dokoncenie dlhSej casti

vypoctu.

Autori Grama, Gupta et al. v [44] uvadzaja Styri fundamentalne skupiny technik

dekompozicie tlohy na podulohy:

Rekurzivna dekompozicia — je metéda dekompozicie zalozena na
problémoch riesitelnych pomocou stratégie rozdel’'uj a panuj. V tomto modeli
dekompozicie je uloha rozdelena na skupinu nezavislych poduloh. Kazda
z tychto podualoh je dekomponovana rekurzivnym spdsobom na mensie
podalohy. Takéto rekurzivne delenie podaloh na mensie podilohy je
vykonadvané pokial nedosiahneme pozadovani minimalnu velkost
podproblémov.

Datova dekompozicia — je vhodna pri praci s algoritmami, ktoré pracuju
s vel’kymi datovymi $truktarami. V tomto modeli je tloha dekomponovana
v dvoch krokoch. V prvom kroku st data, nad ktorymi prebiehaji vypocty
rozdelené na mensie Casti. V druhom kroku je toto rozdelenie dat vyuzité na
rozdelenie vypoctov do podualoh. Datova dekompozicia mdze byt zavedena
pri:

o Vstupnych datach — je vhodné vyuzit' v pripade, ze vystup z behu
programu je funkciou vstupu programu.

o Vystupnych datach — takato dekompoziciu je mozné pouzit’ ak kazda
Cast’ vystupu mdze byt vypocitana nezavisle od ostatnych Casti.

o Datach v programe — v pripade, ze vstupné data su transformované na
data, ktoré sa nachadzaju len v programe atie si nasledne
transformované na vystupné data, vieme datova dekompoziciu
aplikovat’ Vv Casti programu po transformécii vstupnych dat na

programové data.
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Udajova dekompozicia uvedena v [2] je ekvivalentom datovej dekompozicie
podrla [44].

e Dekompozicia badanim (z angl. exploratory decomposition) — je model
dekompozicie vyuzivany pri ulohach, ktorych pridelené vypocty st zamerané
na prehladavanie priestoru scielom najdenia rieSeni problému. Pri
dekompozicii badanim, je potrebné rozdelit’ prehl'addvany priestor na mensie
Casti akazdu ztychto Casti priestoru prehladavame subezne pokial nie je
najdené rieSenie problému.

e Dekompozicia domnienkou (z angl. Speculative decomposition) — je
pouzitelna Vv pripade, ked sa program moéze vydat jednou z niekolkych
moznych vypoctovych ciest. Prikladom je algoritmus, Vv ktorom jedna
poduloha vykonava vypocet, ktorého vysledok je pouzivany pri rozhodovani
aky druh vypoctu sa vykona Vv nasledujticej Casti programu. Vsetky moznosti,
pre ktoré sa moze algoritmus vo svojom behu rozhodnut, su paralelne
preskimané.

Tieto modely sa navzajom nevylucuju — Casto st kombinované do hybridnych

dekompozi¢nych metod [44]. Ak je vypocet struktarovany v niekol’kych krokoch, je

mozné roézne modely dekompozicie uplatnit’ v roznych krokoch vypoctu.

1.4 ZRYCHLENIE A EFEKTIVITA PARALELNEHO VYPOCTU

Ak mame sekvenény ¢as vypoctu vykonavaného na jednom procesore T(n,1) a Cas
vypoctu toho istého problému na p procesoroch T(n,p), je prirodzené vypocitat
zrychlenie vypoctu S(n,p) ako pomer:

S(n,p) =T(n,1) / T(n,p) (1.4)

Zrychlenie dosiahnutelné na paralelnom pocita¢i vSak moze byt znaéne
ohrani¢ené existenciou malej cCasti sekvenéného kodu, ktorG nie je mozZné
paralelizovat’ [2].

Amdahlovo pravidlo je matematicky model, podl'a ktorého sa uréuje maximalne
zrychlenie sekvencnej aplikacie po jej paralelizacii. Tento matematicky model neberie
do tivahy Skalovatel'nost’ ulohy, vel’kost’ tlohy povazuje za konstantnu. Toto pravidlo
je aj napriek tomu vyuzite'né. Uvadzame ho vo vzt'ahu 1.5 [29]:

SP)=1/(a+1-0alP)<1la (1.5)
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pricom Svo vztahu oznauje zrychlenie, a 0znacuje podiel z celkového Easu
vypoctu straveného vypoctom neparalelizovatelnej c¢asti programu aP je pocet
procesorov systému, na ktorom vypocet prebieha.

Druhym podstatnym pravidlom je Gustafsonovo pravidlo, uvedené vo vztahu
1.6 [30]. Zrychlenie paralelného vypoctu v Skalovatelnych systémoch je mozné
opisat’ Gustafsonovym pravidlom.

S(P)=a+P(1-a) (1.6)

pricom rovnako ako pri Amdahlovom pravidle S oznacuje zrychlenie, o oznacuje
podiel z celkového c¢asu vypoétu straveného vypoctom neparalelizovatelnej casti
programu a P oznacuje pocet procesorov systému.
Efektivita E paralelného programu je definovana ako [21]:
E=S/P 1.7)

kde S oznacuje zrychlenie a P je pocet procesorov pouzitych pri vypocte.
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2 HRANOVE TROJOFRBOVANIE SNARKOV

V tejto praci sa zaoberame rieSenim vybranych tazkych problémov z teérie
grafov, priCom za tazké problémy povazujeme tie, ktoré su nerieSitelné
V polynomidlnom case.

Na rozdiel od uloh rieSitelnych s linearnou casovou zlozitostou (napriklad
vyhl'adanie najmensicho prvku v nezotriedenom poli) alebo uloh s polynomialnou
Casovou zlozitostou (napriklad vyberové triedenie prvkov pola), problém
regularneho hranového ofarbovania kubickych grafov, rozoberany v tejto
kapitole, ma uplna nepolynomialnu ¢asovu zlozitost’ (NP-tplny problém) [12].

NP-uplny problém je taky, ktory patri zdrovenn do nepolynomidlnej
a nepolynomialnej-tazkej triedy zlozitosti. Vsetky problémy ztejto triedy su
rieSiteI'né v polynomialnom ¢ase na nedeterministickom Turingovom stroji [19].

Tato praca je zamerana na hranové ofarbovanie velkych mnozin grafov, pricom
ide 0 konkrétny typ grafov, pri ktorych je samotné hranové ofarbovanie problematické

- snarky.

2.1 KUBICKE GRAFY
Graf G je zlozeny z [7]:
e vrcholov - prvky mnoziny V(G) — z anglického vertices. Na obrazku 2.1 su
vrcholy oznac¢ené velkymi pismenami A, B a C.
e hran — prvky mnoziny E(G) — z anglického edges — hrana je spojenim medzi
dvoma vrcholmi, preto je mozné oznacit’ ju prave pomocou dvoch vrcholov,

ktoré spaja.
Graf G je dvojica mnozin V aE, pricom prvky mnoziny E st dvojprvkovymi

podmnozinami mnoziny V [9]:

G = (V, E) pricom E € [V]? (2.1)

28



A B
¢

Obrazok 2.1 — Jednoduchy graf

V praci budeme graf reprezentovat okrem diagramov, ako obrazok 2.1, aj
maticami susednosti grafu G. Matica susednosti A grafu G je stvorcova matica n*n
pri¢om n predstavuje poéet vrcholov grafu. Riadky a stipce tejto matice su indexované
vrcholmi grafu apre nase pouzitie budeme v matici uvadzat' len hodnoty 1 aO0.
Hodnota 1 je na mieste v matici susednosti zapisana vtedy, ked medzi vrcholmi,
pomocou ktorych je toto miesto indexované, existuje hrana. V inom pripade je miesto

zaplnené hodnotou 0.

— - O
i == Rl
O =

Obrazok 2.2 — Matica susednosti grafu na obrazku 2.1

Zakladnym pojmom, pomocou ktorého sme v nasej praci vymedzili skupinu
grafov, s ktorymi budeme d’alej pracovat je Stupen vrcholu grafu. Ak je vrchol
V stupna 3, oznacujeme ho ako deg(V) = 3. Tento pojem oznacuje pocet hran, ktoré
do vybraného vrcholu vchadzajiresp. z neho vychadzaju. Najvys$i (maximalny)
stupen vrcholu v grafe G oznacujeme ako 4(G). V praci sa nebudeme sustred’ovat’ na
orientované grafy, v ktorych hrany grafov maja definovany smer.

V tejto praci sa zaoberame vyhradne kubickymi grafmi. Graf je kubicky prave
vtedy, ked su vsetky jeho vrcholy stupma tri (obrazok 2.3). Velké mnozstvo
problémov z oblasti teorie grafov je riesitelnych prave vtedy, ked’ su riesitelné na

mnozine kubickych grafov [18].
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Obrazok 2.3 — Priklad kubického grafu

2.2 REGULARNE HRNOVE OFARBOVANIE KUBICKYCH GRAFQOV

Hranovym ofarbenim grafu myslime priradenie farieb jednotlivym hranam grafu.
Takéto ofarbenie povazujeme za regularne prave vtedy, ked’ sa v grafe nenachadza
ziadny konflikt, tj. so ziadnym zvrcholov grafu nesusedia dve alebo viac hran
ofarbenych rovnakou farbou.

Najmensi pocet farieb pouzitel'nych pri regularnom hranovom ofarbovani grafu G

oznacuje hranovy chromaticky index grafu x'(G) [9].

o
T

Obrazok 2.4 — Neregularne (vPavo) a regularne (vpravo) ofarbenie kubického grafu

Plati Vizingova veta [9], ktora hovori Ze minimalny potrebny pocet farieb na
ofarbenie grafu je vintervale <4(G), 4(G)+1>. Formalny zapis Vizingovej vety
0 minimalnom potrebnom pocte farieb:

4(G) < x'(G) < 4(G)+1 (2.2)
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kde 4(G) je maximalny stupen vrcholu v grafe G a y (G) je hranovy chromaticky
index grafu G. Pri kubickych grafoch, kde je kazdy vrchol stupna tri, uvazujeme

0 troch alebo Styroch farbach potrebnych pre ofarbenie daného grafu.

2.3 HRANOVO 3-NEOFARBITELNE GRAFY

Ak zvolime z mnoziny kubickych grafov ndhodnym vyberom graf G, s vysokou
istotou bude chromaticky index tohto grafu rovny trom. Takyto Kubicky graf volame
hranovo 3-ofarbitePny [11]. Pozname vS8ak mali mnozinu kubickych grafov, pre
ktoré na regularne hranové ofarbenie potrebujeme pouzit’ Styri farby. Grafy z tejto
mnoziny kubickych grafov sa nazyvaju hranovo 3-neofarbitel’né alebo snarky [3].

Najmensi znamy graf, patriaci do skupiny snarkov je Petersenov graf zobrazeny

na obrazku 2.5.

Obrazok 2.5 — Regularne ofarbenie Petersenovho grafu pomocou Styroch farieb

Tato skupina grafov sa pri samotnom hranovom ofarbovani sprava problematicky.
Snarky maji chromaticky index x'(G) = 4. Aby sme vsak zistili ¢i je graf G snarkom,
musime ho hranovo ofarbit’ s vyuzitim troch farieb. Z toho vyplyva, ze algoritmus,
pomocou ktorého chceme graf G ofarbit, musi prejst vSetkymi moznostami
hranového trojofarbenia grafu G, aby wvylucil moznost’ existencie regularneho
hranového trojofarbenia tohto grafu. Az po prejdeni vsetkych moznych hranovych

ofarbeni troma farbami vieme o grafe povedat’ ¢i je alebo nie je snarkom.

! Pomenovanie holo prevzaté z basne Lewisa Carolla s nazvom The Hunting of the Snark (An Agony in
8 Fits). Samotnému vyrazu snark v8ak autor nepriradil ziadny vyznam. V polovici 19. storoéia bol
vyraz “snarking® pouzivany na vSeobecny opis zvuku.
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V tabulke 2.1 uvadzame pocet najdenych snarkov vygenerovanych pomocou
nastrojov Snarkhunter a Minibaum [17]. V Case pisania tejto prace nie je mozné
vygenerovat’ vSetky grafy niektorych velkosti, preto bola pre tieto skupiny grafov

vygenerovana len vzorka, ktora je v tabul’ke 2.1 oznacena znakom ‘+°.

Tabul’ka 2.1 — Poéet vygenerovanych snarkov

Pocet vrcholov grafu Pocet grafov
10 1
18 2
20 6
22 31
24 155
26 1297
28 12 517
30 139 854
32 1764 950
34 25 286 953
36 404 899 916
38 19 775 768+
40 25+

Pro potreby zjednodusenia Citatelnosti textu budeme v d’alsich Castiach prace
pouzivat vyraz (hranové) ofarbenie grafu vo vyzname hranové trojofarbenie

grafu.
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3 ANALYZA STAVU RIESENIA ULOH V OBLASTI TEORIE
GRAFOV

V tejto kapitole sa venujeme analyze sucasného stavu rieSenia niektorych tazkych
problémov z oblasti tedrie grafov. Sustredime sa najmd na vysledky dosiahnuté
v oblasti grafovej ofarbitePnosti.

Grafy moézeme regularne hranovo ofarbovat réznymi spdsobmi - pomocou
roznych algoritmov. Standardnym algoritmom, vyuZivanym na hranové ofarbovanie
grafov, je hranovy backtracking. Pre porovnanie uvadzame aj novSie pristupy
k problematike - Kowalikov algoritmus ofarbovania hran EdgeColor [13]
a heuristika premiestnenia konfliktnych vrcholov (angl. Conflict vertex

displacement, CVD) autorov Fiolu a Vilaltellovej [14].

3.1 ALGORITMUS HRANOVEHO BACKTRACKINGU

Tento algoritmus pracuje na principe postupného ofarbovania hran grafu vopred
urCenou postupnost’ou troch farieb. Algoritmus sa pri najdeni rozporu v ofarbovani
grafu vrati na predosla hranu, ktort prefarbi a pokracuje v d’alSom ofarbovani
grafu. Ak ani jedno z moznych ofarbeni problematickej hrany nie je regularne,
algoritmus sa vracia k hrane predchadzajicej obe prefarbované hrany. Algoritmus
pokracuje v tomto postupe pokial’ nie je cely graf regularne ofarbeny alebo pokial
algoritmus neprejde vietkymi moznostami ofarbenia grafu. Casova zloZitost
hranového backtrackingu je O(2™?), pri¢om n je poéet vrcholov zadaného grafu.

Samotny algoritmus reprezentujt tieto kroky:

e Algoritmus postupne berie 3 farby a ofarbuje za sebou nasledujice hrany

pokial’:
e graf je regularne ofarbeny,
alebo
¢ nastal konflikt v ofarbovani grafu.
e V pripade, ked’ nastane konflikt pri ofarbovani sa algoritmus vracia na uz
ofarbené hrany a prefarbuje ich d’alsou farbou v poradi pokial’
e konflikt je vyrieseny — v tomto pripade moze algoritmus pokracovat’

v d’alSom hranovom ofarbovani podl'a prvého kroku algoritmu,
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e vsetky moznosti hranového trojofarbenia boli neregularne. V tomto

pripade je ofarbovany graf snarkom.

farba 1 farba 2 farba 3 l
a b c

farba 1 farba 3 l
a b c

farba 2 farba 1 farba 2 ‘
a b c

Obrazok 3.1 — Priklad hranového backtrackingu

Na obrazku 3.1 je zobrazena Cast’ kubického grafu ofarbovana pomocou algoritmu
hranového backtrackingu. Algoritmus postupne ofarbuje hrany a, b ac uréenou
postupnostou farieb. V nasom pripade je farba 1 Cervena, farba 2 zelena a farba 3
modra. Ked'Ze niektoré zhran na obrazku uz boli ofarbené, na hrane c¢ dojde
k iregularnosti ofarbenia (s vrcholmi pri hrane susedia dve modré hrany). Algoritmus
sa preto vrati na hranu b, ofarbenu farbou 2, ktort prefarbi d’alSou z farieb v poradi
(farbou 3). Tu vSak nastava novy konflikt a preto sa algoritmus postiva na hranu
a a zopakuje rovnaky postup pri¢om zacina od farby 2.

V nasej praci budeme d’alej pracovat’ len s algoritmom hranového backtrackingu —
tento algoritmus je jednoduchy na implementaciu ana grafoch réznych velkosti
funguje s efektivitou, ktora v niektorych pripadoch prevysuje efektivitu ostatnych

algoritmov opisanych v tejto kapitole.
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3.2 ALGORITMUS OFARBOVANIA HRAN
Kowalik [13] vylepsil algoritmus autorov Beigela a Eppsteina [15], v ktorom
prezentuju ofarbovanie hran grafu pomocou troch farieb. Casova zloZitost’ algoritmu
ofarbovania hran je O(1.344"), kde n oznacuje pocet vrcholov ofarbovaného grafu.
Samotny algoritmus sa sklada z troch procedur:
e procedura EdgeColor,
e procedura FittingMatching,

e procedura SetSwitches.

V algoritme st pouzité vyrazy uvedené v tabul’ke 3.1.

TabulPka 3.1 — Vyrazy pouzité v algoritme ofarbovania hran

subkubicky graf | graf, ktorého maximalny stupen vrcholu je 4(G) < 3

matching mnozina navzajom nesusediacich hran

cyklus cesta hranami a vrcholmi grafu, ktorej pociatocny vrchol je aj jej
koncovym vrcholom. V algoritme vyuzivame trojcyklus, ktory

obsahuje prave tri hrany a s§tvorcyklus, ktory obsahuje prave

Styri hrany.

3.2.1 PROCEDURA EDGECOLOR

Procedura generuje zo zadaného subkubického grafu G mnozinu subkubickych
grafov A, pricom ziadny z grafov z tejto mnoziny neobsahuje trojcykly ani stvorcykly.
Ak je aspon jeden z grafov tejto mnoziny ofarbiteI'ny troma farbami, pévodny graf je
tiez ofarbitelny troma farbami. Pre kazdy graf zmnoziny A vola procedura
EdgeColor procedtru FittingMatching. Vystupom z procedury EdgeColor je hodnota
TRUE v pripade ak je graf ofarbitelny troma farbami alebo FALSE v inych
pripadoch.

INPUT: subkubicky graf G
OUTPUT: TRUE v pripade, Ze je graf G reguldrne ofarbitelny troma farbami,
v inom pripade FALSE

IF existuje v z V(G) taky, ktorého stupen € {0,1} THEN
RETURN EdgeColor(G-v)
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ELSE IF existuje uv z E(G) také, ktorého stupen u = stupen v = 2 THEN
RETURN EdgeColor(G-uv)
ELSE IF graf G obsahuje trojitu hranu uv THEN
RETURN EdgeColor(G-{u,v})
ELSE Predpokladajme, Ze u:(resp.v:) je susednym vrcholom u rozdielnym od v
IF u;=v; THEN
RETURN FALSE
ELSE
RETURN EdgeColor(G-{u,v}+uivs)
ELSE IF existuje 3-o0j cyklus C THEN
Predpokladajme, Ze vieme vytvorit graf G~ ako kontrakciu V(C) do jedného
vrcholu
RETURN EdgeColor(G ")
ELSE IF existuje cesta xuzvy takda, ze stupen u = stupen v = 2 THEN
z~ « susedny vrchol vrcholu z rozdielny od u a v
RETURN EdgeColor(G-{z,v}+uy) alebo EdgeColor(G-{u,z,v}+xz’)
ELSE IF existuje 4-or cyklus C=xyzu pricom stupne vrcholov x, y a z = 3
a stupen vrcholu u = 2 THEN
Predpokladajme, ze x~ (v resp. y ', z7) su susedné vrcholy vrcholu x (v
resp. y, z) mimo cyklu C
RETURN EdgeColor(G-V(C)+x 'y ") alebo EdgeColor(G-V(C)+z'y ")
ELSE IF existuje 4-or cyklus C=xyzu pricom stupne vrcholov x, y, z a u = 3
THEN
Predpokladajme, Ze x~ (v resp. y°, z°, u”) su susedné vrcholy vrcholu x
(v resp. y, z, u) mimo cyklu C
RETURN EdgeColor(G-V(C)+{x"y ,u’z"}) alebo EdgeColor(G-V(C)+{xu’,y 'z")
ELSE
RETURN FittingMatching(Gs,G,®)

Obrazok 3.2 — Pseudokod procediry EdgeColor [13]

3.2.2 PROCEDURA FITTINGMATCHING

Vstupnymi parametrami procedury su subkubické grafy Go, G také, ze G < Go.
Tretim vstupnym parametrom je matching M (mnozina navzajom nesusediacich hran)
na grafe Go taka, ze V(M) N V(G) = @ (nemajt spolocné vrcholy). Graf je hranovo
ofarbitel'ny troma farbami, vtedy ked’ obsahuje vhodny matching [13]. Kazdy vhodny
matching je dokonaly matching (mnozina navzajom nesusediacich hran obsahujuca
vsetky vrcholy). Kazda trojica vrcholov v V(Go) — V(G) obsahuje mnoZzinu navzajom

nesusediacich hran (ma matching). Kazdy vrchol B grafu G, ktorého stupen v grafe Go
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deg(B) = 3, oznacujeme ako forced. Ako switch oznac¢ujeme Stvorhrannu cestu v grafe
G, ktorej iba vnitorné vrcholy nadobudaju hodnotu forced. Hrana e v grafe G bude
oznacena ako allowed ak su oba jej koncové vrcholy forced a zaroven nepatri switch.
Hodnota hrany weight je stcéet stupnov vrcholov hrany. Ked’ je kazda Cast’ grafu G

switch je volana procedura SetSwitches.

A B (] D E F G
[ L @ @ [ o L @
forced forced forced forced forced

Obrazok 3.3 — Switch (vP’avo) a allowed hrany E, Fa F, G (vpravo)

IF kazda prepojend cast grafu G je switch THEN
RETURN SetSwitches(Go, G, M)

ELSE IF existuje forced vrchol v z V(G) ktorého stupen = @ THEN
RETURN FALSE

ELSE IF existuje vrchol, ktory nie je forced, v z V(G) ktorého stupen = @
THEN

RETURN FittingMatching(Ge, G-{Vv}, M)
ELSE IF existuje vrchol, ktory nie je forced, v z V(G) ktorého stupen = 1

THEN
u < susedny vrchol vrcholu v v grafe G
RETURN FittingMatching(Ge, G-{u,v}, M U {uv})
ELSE
uv « ktordkolvek allowed hrana z grafu G s najvyssSou vdahou
RETURN FittingMatching(Ge, G-{u,v}, M U {uv}) alebo
FittingMatching(Ge, G-uv, M)

Obrazok 3.4 — Pseudokod procedury FittingMatching [13]

3.2.3 PROCEDURA SETSWITCHES
Procedura overuje ¢i Go obsahuje vhodny matching Mo taky, ze Mo =M UN pre N
CE(G).
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M «M

FOR EACH switch s = xuvy v grafe G DO
M™ « M U {xu, vy}

WHILE Gy - M~ obsahuje neparny cyklus C DO

IF existuje switch s alebo kombinacia switchov s1 a s2 ktoré zlepSia M~
THEN M~ « M~ @QE(s) (resp. M~ « M"@(E(s1) U E(s2))

ELSE
RETURN FALSE

RETURN TRUE

Obrazok 3.5 — Pseudokéd procedury SetSwitches [13]

3.3 HEURISTIKA PREMIESTNENIA KONFLIKTNYCH VRCHOLOV

Zakladnym principom tejto heuristiky je premiestnenie konfliktov na grafe [14].
Konfliktom v tomto pripade myslime ofarbenie viacerych hran pri jednom vrchole
rovnakou farbou, ¢o sposobuje iregularnost’ ofarbenia grafu.

Algoritmus zacina nahodnym ofarbenim vsSetkych hran kubického grafu.
V hlavnom programe nasledne prebiecha niekol’ko krokov. Algoritmus nahodne
vyberie vrchol pri ktorom nastava konflikt. Jedna z hran je povazovana za zaciatok
dvojhranového ret’azca. Tento retazec obsahuje hranu, ktorej ofarbenie spdsobuje
konflikt a hranu ofarbenti inou farbou. Pri vymene ofarbenia tychto dvoch hran
nastava premiestnenie konfliktu v ramci grafu [14].

Tato operaciu opakujeme pokial’:

e nedosiahneme miesto v grafe, kde sa nachadza d’alsi konflikt, ¢im sa oba
konflikty vzajomne zrusia. Na obrazku 3.6 uvadzame priklad vzajomného
zruSenia konfliktov. Konflikt pri vrchole B sa zru$§i pomocou vymeny farieb
hran dvojhranového retazca ohraniceného vrcholmi B, D. Tato vymena
vytvori konflikt pri vrchole D, ktory je nasledne odstraneny vymenou farieb
hran v dvojhranovom retazci ohranicenom vrcholmi D, F. Tato vymena

stcasne zrusi konflikt pri vrchole F.
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Obrazok 3.6 — Vzajomné zrusenie konfliktov pri vrcholoch B a F

e alebo pocet tychto vymen nedosiahne stanoveny limit — zvdcSa pocet

vrcholov grafu.

Takyto postup sa opakuje pre kazdy konflikt pokial’ nie je graf regularne ofarbeny
troma farbami alebo je dosiahnuty fixny repeti¢ny limit R zavedeny pre vyhnutie sa
nekonecnej slucke. Tento limit oznacuje pocet zvolenych konfliktne ofarbenych hran
a vynuluje sa vzdy, ked’ sa v grafe znizi pocet konfliktov. Ked’ je limit R dosiahnuty,
postup je spusteny odznova s novym nahodnym ofarbenim grafu.

Maximalny pocet novych spusteni programu je dany iteraénym limitom L. Ak po
dosiahnuti tohto limitu nenajde algoritmus regularne ofarbenie daného kubického
grafu, povazujeme tento graf za snark.

Zlozitost’ algoritmu je autormi merana na O(n?) [14].

INPUT: graf G, hodnoty pre maxL a maxR
OUTPUT: TRUE v pripade, Ze je graf G regularne ofarbitelny troma farbami,
v inom pripade FALSE

DO
CVD(G, maxR)
Zvys L o 1
WHILE CVD(G) = TRUE alebo L = maxL

IF L = maxL THEN
RETURN FALSE
ELSE
RETURN TRUE

Obrazok 3.7 — Pseudokéd hlavnej procedury heuristiky CVD
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CVD(G, maxR):

nahodne ofarbi graf G pomocou troch farieb

skontroluj ofarbenie a najdi konflikty

WHILE R # maxR alebo existuju konflikty DO

nahodne vyber jeden konflikt

DO
predpokladajme Ze hrany u a v su ofarbené rovnakou farbou
vyber hranu x susediacu s hranou u (v resp. v) taku,
ze x # v (Vv resp. u)
vymeA x a u (v resp. v)
zvyS§ nol

WHILE n = pocet vrcholov grafu G alebo zruSenie konfliktu

IF n = pocCet vrcholov grafu G THEN
ZvyS R o 1

ELSE

IF neexituje konflikt THEN
RETURN TRUE

ELSE
RETURN FALSE

Obrazok 3.8 — Pseudokéd vedlajSej procedury heuristiky CVD
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4 MODELY PARALELNYCH VYPOCTOV NA OFARBOVANIE
GRAFOV

Algoritmy, zaoberajice sa rieSenim problémov z oblasti tedrie grafov, st
z pohl'adu paralelizacie na viacprocesorovych systémoch naro¢né [20, 24]. Pri rieSeni
tychto  problémov sa stretivame s datovymi  problémami, softvérovymi
a hardvérovymi problémami. Pri paralelizacii tychto uloh z pohPadu dat sa
podstatnymi problémami [28]:

e Vypoclty orientované na data — vypoCty v mnohych grafovych algoritmoch
su ststredné na Struktaru grafu (vrcholy, hrany), na ktorom prebiehaji. Tieto
Operacie su zlozitejSie na priamu interpretaciu Vv kdéde programu. Prikladom
takéhoto problému je reprezentidcia grafu pomocou matice susednosti
(dvojrozmerného pol’a), s ktorou sa v ramci programu t'azko naraba.

e Nepravidelné problémy — data v grafovych tlohach si casto nepravidelné.
Prave tato nepravidelnost stazuje dekompoziciu problému na efektivne
paralelné spracovanie. Matica susednosti grafu moze mat mnoho miest,
Vv ktorych sa nachadzajti zhluky hodnét a iné, uplne prazdne miesta.

e Vysoky pomer ¢asu pristupu k datam a ¢asu vypoctov — algoritmy na
grafoch su ¢asto zalozené na praci so Struktirou grafu, preto je pomer medzi
pristupom k datam a vypoctami vys$si. Tato vlastnost’ grafovych algoritmov
preto ¢asto vedie k velkému podielu z ¢asu behu algoritmu venovanému praci
S paméit’ou.

Pri tvorbe paralelnych aplikacii, v ktorych vyuzivame grafové algoritmy sa
stretavame s niekol'kymi hardvérovymi a softvérovymi problémami. Medzi tieto
problémy patria [28]:

e Granularita ulohy — je pomer velkosti vypoc¢tu a komunikacie, jemnozrnny
paralelizmus obsahuje malé mnozstvo vypoctov oproti komunikacii, naopak
hrubozrnny paralelizmus obsahuje velké mnoZstvo vypocltov oproti
komunikacii [22]. Pri vyvoji paralelného programu je potrebné vediet’ kedy je
do programu vhodné vlozit' paralelizmus. Pre operacie v grafovych
algoritmoch, ktorych ¢as behu je blizko k linearnemu alebo linearny, mézeme

aralelizmus vyuzit’ len na vel’mi nizkej urovni.
y )
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e Problémy s pristupom do pamite — paralelné grafové algoritmy sa
vyznacuju problematickym pristupom do zdiel'anej paméte. Viac paralelnych
procesov sa moze pokusit’ o simultanny pristup na jedno pamat’ové miesto.

e Vyvoj softvéru — mnohé z problémov tykajicich sa paralelnych grafovych
algoritmov st naro¢né na pracu s pamétou, preto je potrebné pri programovani
venovat’ tomuto aspektu zvysent pozornost. Pri vyvoji softvéru sa odporuca
vyuzivanie kniznic Specializovanych na pracu s grafovymi algoritmami.

Pri skiimani vlastnosti grafov je algoritmus regularneho hranového ofarbovania

grafov len ¢iastoénou operaciou. Preto je potrebné graf ofarbit’ v ¢o najniz§om Case.

V algoritmoch, prezentovanych v tejto kapitole, pracujeme s konceptom

ofarbovania permutovanych kubickych grafov. V aplikaciach vyuzivame
programovy model vlakien, priCom rieSime tvorbu permutacii grafu pomocou
konjugacie. Ulohu sme riesili v ramci projektu VEGA - Algoritmy na grafoch a
algebraickych Struktirach. Na samotné ofarbovanie jednotlivych grafov pouzivame
algoritmus hranového backtrackingu prezentovany v kapitole 3.1.

V praci sme navrhli 4 hypotézy. Zaéneme hypotézou H1, ktora je vychodiskova:

Pracovna hypotéza H1. Algoritmus hranového backtrackingu nie je citlivy na
pociatocny vrchol ofarbovania grafu. To znamend, zZe ak pri vypocte pouZijeme réznu

postupnost hrdn bude doba vypoctu algoritmu pre zadany graf rovnaka.

Nech je graf G reprezentovany maticou susednosti, ako bolo ukazané v kapitole
2.1. Ak sa potvrdi, ze vypocty, ktoré pouzivaju rozne poradie ofarbovania hran trvaju
rovnako dlho, hypotéza bude potvrdena, v opacnom pripade bude vyvratena. Aby sme
mohli skumat’ tito hypotézu, potrebujeme si pre graf G vytvorit’ mnozstvo permutacii
matice susednosti tohto grafu. Takto vytvorime mnozstvo modifikacii jedného grafu,
ktoré budu mat’ r6znu postupnost’ hran.

A C A C

0110 0011
1001 0011
1001 1100
0110 1100

Obriazok 4.1 — Priklad izomorfnych grafov
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Vyuzijeme preto izomorfizmus grafov. Nech graf G’ azadany graf G su
izomorfnymi grafmi. Ddlezitou vlastnostou izomorfnych grafov je, ze I'ubovolna
dvojica takychto grafov ma rozdielne matice susednosti ale zhodné diagramy
(zobrazené na obrazku 4.1 — uvadzame priklad nekubického grafu, pre jednoduchu
vizualizaciu). V naSom pripade to znamena, ze ide o zhodné grafy srozdielnou
postupnostou vrcholov a hran. Ak je graf G reprezentovany pomocou matice
susednosti A, roznu postupnost’ hran grafu G (izomorfny graf G°) vieme vytvorit
pomocou permutacie matice susednosti grafu G. Permutaciu matice susednosti A
grafu G vypocitame pomocou konjugacie (4.1).

A=Pl*xpA*p (4.1)

kde 4" je permutovana matica susednosti grafu G, A je povodna matica
susednosti grafu G, P oznacuje permutaéni maticu grafu (matica naplnena nulami
sprave jednou jednotkou vkazdom riadku akazdom stipci), PT oznaduje
transponovanu permuta¢ni maticu P.

Takto ziskana permutovana matica susednosti A" reprezentuje zmenené poradie
hran povodného grafu G. Podla tohto poradia ofarbujeme hrany grafov v nasich

experimentoch.

4.1 PARALELNE OFARBOVANIE PERMUTACII GRAFU
V tejto  kapitole uvadzame metodiku aexperimenty na potvrdenie alebo

zamietnutie vychodiskovej hypotézy H1. Metodika a jej experimentalne overenie boli

prezentované v ramci [I11].

4.1.1 METODIKA ZAMERANA NA PARALELNE OFARBOVANIE PERMUTACII
GRAFU

Navrhujeme metodiku skiimania paralelného ofarbovania permutacii grafu:

e V prvom kroku potrebujeme najst’ vhodny format zapisu grafu (resp. matice
susednosti grafu). Cielom je najst taky format zapisu grafu, ktory zabera
najmensie miesto vV pamiti.

e Vstupny format grafu (graf méze byt ulozeny napr. vo formate graph6)
transformujeme do tvaru, ktory je potrebny pre funkcie programu (na matice

susednosti, v resp. dvojrozmerné polia naplnené celociselnymi hodnotami).
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e Vitrefom kroku potrebujeme pre nas program zvolit vhodny model
paralelného programovania (vlaknovy model, ..., uvedené v podkapitole 1).

e V kazdej paralelnej Casti programu (napr. vlakne) sa pre vstupny graf G
vypocita nahodna permutacia matice tohto grafu. Nasledne tato permutaciu
ofarbime pomocou algoritmu hranového backtrackingu. Pre kazda
ofarbovani permutaciu matice susednosti grafu G odmeriame cas
ofarbovania. Vysledky zapiseme do suboru zdiel'aného medzi vlaknami.

e Posledny krok metodiky tvori test konzistentnosti ofarbovania a jednoducha

Statistika z behu programu.

nacitaj vstup - graf G (vo

forméte graph6) nacitaj maticu M

v L4
. nahodne permutuj maticu M na
transformuj vstup na maticu M maticu P

- »

v v

for i=0; i<podet VIakien; i++ za&ni meraf ¢as ofarbovania
v
v v
vytvor viakno i (ofarbi M) ofarbi P
4
Vi Ny v
for y=0; y<polet Vlakien; y++ ukonéi meranie éasu ofarbovania
v
v
spoj viakno y zapis vysledok ofarbovania pre P
do s(boru

.

v

Urob test konzistentnosti
ofarbovania a vysledok zapis do
siboru

Obrazok 4.2 — Diagram navrhovanej metodiky, hlavna procedura (vl’avo) a procedura Ofarbi

(vpravo), ktora je spracovavana paralelne
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Aby sme pre naSe potreby dostali dostatocne Siroka vzorku nameranych
vysledkov, budeme pocitat’ s ofarbenim 100 az 1000 permutacii vstupného grafu. Ide
0 ¢asovo naro¢nu ulohu vhodnGi pre paralelné spracovanie. Vsetky vytvorené
permutacie matice susednosti grafu G mozu byt ofarbované sicasne, pricom sa Casy
ofarbovania vSetkych permutacii zapiSu do zdiel'aného suboru.
Hypotézu H1 overujeme pomocou vytvorenia aplikacie na paralelné ofarbovanie
permutacii grafu. Vstupom pre aplikaciu je jeden kubicky graf zadany vo formate
graph6 — usporny spdsob zapisu grafu zalozeny na rozlozeni matice susednosti grafu
na niekol’ko jednocifernych a dvojcifernych ¢isel [27].
Vystupom pre kazdu permutaciu zadaného grafu je:
e (as ofarbovania konkrétnej permutacie grafu merany v milisekundach,
e hodnota TRUE ak je permutacia grafu regularne ofarbitel'na troma farbami,
FALSE v inom pripade,

e kéd permutacie grafu odvodeny z permuta¢nej matice susednosti grafu — kod
udava na ktorom mieste v riadku permuta¢nej matice sa nachadza hodnota 1.
Permutacna matica je naplnena nulami a obsahuje prace jednu 1 v kazdom

riadku a stipci.

Obrazok 4.3 — Priklad vystupu z aplikacie

Samotny beh aplikacie sa sklada z troch hlavnych krokov:

e Aplikacia pracuje s maticami susednosti grafov, preto bolo ako prvé potrebné
preloZit’ vstup z formatu graph6 na pozadovany format. O toto prekladanie sa
v aplikacii stara nami vytvorena funkcia, ktorej vstupom je pocet vrcholov
grafu aretazec vo formate graph6. Vystupom ztejto funkcie je matica
susednosti grafu.

e Matica susednosti povodného grafu je dalej rozposlana na paralelné
spracovanie pre urceny pocet vlakien aplikacie. Vyuzivame model POSIX
threads pricom ako parameter kazdému vlaknu zadavame maticu susednosti

vstupného grafu. V kazdom z vlakien sa vykonava niekol’ko réznych funkcii:
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1. Vytvorenie permutacie matice — ako prva sa z pdvodnej matice grafu
vytvori permutovana matica. Tuto funkciu sme zabezpedili
implementaciou konjugacie podla vztahu 4.1, priCom permutacni
maticu P generujeme nahodne.

2. Ofarbenie permutacie matice — po vytvoreni permutacie matice
susednosti je nasledne graf, ktory tato matica reprezentuje, ofarbeny.
Na ofarbenie grafu bol pouzity algoritmus hranového backtrackingu.
Vystupom z tohto algoritmu je hodnota TRUE, ak je graf regularne
ofarbitel'ny troma farbami alebo hodnota FALSE v inom pripade.

3. Zapis vysledku do zdiel’aného suboru — tento subor je zdielany
medzi vSetkymi vlaknami aplikacie, preto bolo potrebné zabezpecit’
synchronizaciu zapisu procesov do suboru. Kazdé vlakno do stboru
zapisuje Cas, za ktory prebehlo ofarbenie permutacie grafu, hodnotu
ofarbovania TRUE alebo FALSE a kod permutacie matice susednosti
grafu.

e Testy konzistentnosti ofarbovania — po dokonceni prace vsetkych vlakien sa
nasledne vykona test konzistentnosti ofarbovania — test, ktorého vysledkom
je hodnota KONZISTENTNE OFARBOVANIE ak je vysledok ofarbovania
vSetkych permutécii zadaného grafu homogénny — ak st vSetky permutacie
grafu ofarbitel'né alebo vsetky permutacie grafu neofarbite'né, v inom pripade
nadobuda hodnotu NEKONZISTENTNE OFARBOVANIE. Po tomto teste sa
vykona jednoducha $tatistika spojena s dizkou ofarbovania permutécii grafu —
konkrétne je vyhl'adany minimalny a maximalny ¢as ofarbovania permutacii

a vypocita sa median vsetkych ¢asov ofarbovania permutacii zadaného grafu.

Obrazok 4.4 — Priklad testu konzistentnosti ofarbovania grafu a jednoduchej $tatistiky
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412 EXPERIMENTY ZAMERANE NA PARALELNE OFARBOVANIE
PERMUTACII GRAFU

Hypotézu sme v prvom kroku overovali na Petersenovom grafe (obrazok 2.5).
Tento kubicky graf sa sklada z 10 vrcholov a 15 hran pricom 0 fiom vieme, Z¢ je nie je
regularne ofarbitelny pomocou troch farieb — je snark. Petersenov graf sa vSak pri
meraniach ukazal byt nedostatoénym. Pri spusteni aplikacie so 100 permutaciami
matice susednosti Petersenovho grafu bol beh ofarbovacieho algoritmu pre vsetky
z nich ukonc¢eny v ¢ase pod milisekundu s homogénnym vysledkom FALSE.

Preto sme ako druhy graf na overenie hypotézy zvolili graf Midzi 72. Tento graf
je snark, tak isto ako Petersenov graf. Sklada sa zo 72 vrcholov, pri¢om bol
povazovany za graf snadpriemerne dlhym casom ofarbovania, ¢o z neho urobilo
vhodny ciel’ pre nase testovanie [17].

Aplikaciu sme pri testovani pomocou tohto grafu spustali v Centre pre
vysokovykonné pocitane Univerzity Mateja Bela v Banskej Bystrici (z angl. High
Performance Computing Center, HPCC UMB). Dostupna architektura v Centre pre
vysokovykonné pocitanie je zlozena z:

e 22 serverov s 12 jadrami, 48GB RAM, bez GPU

e 2servery s 12 jadrami, 48GB RAM - kazdy s GPU nVidia Tesla M2070 s 448

jadrami a 6GB RAM

e 3servery so 16 jadrami, 64GB RAM, bez GPU

e 6 serverov so 16 jadrami, 128GB RAM, bez GPU

e 3 servery so 16 jadrami, 64GB RAM - kazdy s 2x nVidia Tesla K20 s 2496

CUDA jadrami a 5GB RAM

e Spolu: 560 fyzickych jadier

Hypotézu sme overovali na troch velkostiach problému. V prvej inStancii sme
spustili program na ofarbenie 100 permutacii grafu Midzi 72. V ramci Centra pre
vysokovykonné pocitanie v Banskej Bystrici nam na tento vypocet postacovala
lokalna, pouzivatel'ska architektura.

V druhej inStancii sme spustili program s 500 permutaciami rovnakého problému
a v tretej instancii s 1000 permutaciami. Pre problémy s vys$§im poctom permutacii
matice susednosti vstupného grafu sme potrebovali pouzit rozsirenu architektiru.

Konkrétne sa jednalo o pouzitie 15 vypoctovych uzlov zo systému.
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Pri kazdom behu programu sme merali najnizs$i ¢as ofarbovania grafu, najvyssi
Cas ofarbovania vstupného grafu ahodnotu medianu pre ofarbovanie mnoziny
permutovanych grafov.

Najkratsie Casy ofarbovania grafov sa ukazali byt takmer zhodné — vo vsetkych
velkostiach tlohy boli permutované grafy, ktorych ¢as ofarbovania bol najkratsi < 1
milisekunda.

Vyznamné rozdiely v ¢asoch ofarbovania sa ukazali az pri porovnavani maxim
(resp. medianov) z ¢asov vypoctov algoritmu. V tabulke 4.1 ana obrazku 4.5
prezentujeme porovnania najdlhSich ¢asov vypoctov pre jednotlivé velkosti
problému. V tabulke 4.2 a na grafe na obrazku 4.6 porovnavame vypocitané mediany

z Casov pre vsetky tri vel'kosti problému.

Tabul’ka 4.1 — Porovnanie maxim ¢asov vypoétu algoritmu

Pocet permutacii matice Maximum z ¢asov
susednosti grafu vypoctu algoritmu v
milisekundéch
100 40
500 90
1000 80
90
80t .
70t .
BO .
T 0| T
& aof _
0t .
20t .
1ot .
? 100 500 1000

Pocet vlakien

Obrazok 4.5 — Porovnanie maxim ¢asov vypoétu algoritmu
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Tabulka 4.2 — Porovnanie medianov ¢asov vypoctu algoritmu

Pocet permutacii matice Mediéan z ¢asov vypoctu
susednosti grafu algoritmu v
milisekundach
100 14
500 27
1000 30
30
P .
20F .
% 15+ .
8
10+ .
5F _
0
100 500 1000
Pocet vlakien

Obrazok 4.6 — Porovnanie medianov ¢asov vypoétu algoritmu

Pri merani sa ukazalo, ze doba vypoctu algoritmu hranového backtrackingu je pre
rozne permuticie vyrazne odliSna, ¢im sme vyvratili pracovnil hypotézu HI.
Namerané hodnoty sa pohybovali v intervale [0,3; 98] ms. Merania pre 100, 500

a 1000 permutacii sme zopakovali patnasobne pre kazdu z velkosti problému.
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4.2 PARALELNE OFARBOVANIE PERMUTACII MNOZINY GRAFOV

Pri analyze vysledkov z merani prezentovanych v kapitole 4.1.1 sme zistili, ze
exitujua také permutacie grafu Midzi 72, ktorych hranové ofarbovanie trva menej ako
milisekundu. Ak pre kazdy graf existuje také poradie ofarbovania hran (resp. mnozina
poradi) bolo by mozné minimalizovat’ ¢as ofarbovania celych mnozin grafov prave

zvolenim takejto permutacie. Tato uvaha viedla k vytvoreniu pracovnej hypotézy H2.

Pracovna hypotéza H2. Neexistuje také poradie ofarbovania hran grafu
(permutacia), ze po jeho aplikovani na mnozinu grafov, bude cas ofarbenia celej

mnoziny grafov redukovany.

Hypotéza H2 so sebou nesie predpoklad, ze mnozina grafov, ktoré je potrebné
hranovo ofarbit’ bude zhodnej vel’kosti — vsetky grafy mnoziny maja rovnaky pocet
vrcholov a hran.

Pre overenie pracovnej hypotézy H2 sme navrhli program, ktory vyuZiva
kombinaciu distribuovaného a paralelného pocitania. Vstupom pre program je
mnozina n grafov vo formate graph6 — ¢o umoznuje pouzite jedného vstupného
suboru, obsahujuceho mnozinu grafov. Z kazdého zo vstupnych grafov paralelne
ofarbujeme p permutacii. V jednom behu programu vypocitame ofarbitel'nost’ pre n*p
permutovanych grafov.

Program v toku distribuuje ulohy na jednotlivé stroje dostupného vypoctového
systému, pri¢om kazda z tychto tloh vyuZziva paralelné vldkna na vypocet ofarbenia
permutovanych grafov. Na obrazku 4.7 je nacrt schémy rozdelovania tloh
V programe.

Na paralelné ofarbovanie grafov v roznom poradi hran vyuzivame algoritmus
prezentovany v podkapitole 4.1 — v schéme na obrazku 4.7 je samotny algoritmus

oznaceny ako Algoritmus 1.
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Vstupna mnozina n grafov

Spustaci skript starajuci sa o distriblciu

Algoritmus 1 Algoritmus 1 Algortimus 1
[] ® ®
v v A 4
Vystupny Vystupny Vystupny
subor 1 subor 2 subor n

Obrazok 4.7 — Schéma rozdelenia uloh v distribuovanom programe pre ofarbovanie permutacii

mnoZiny grafov

Vystupom z behu programu je n suborov - pre kazdy vstupny graf jeden stubor
obsahujuci:

e c¢as ofarbovania permutécie grafu v milisekundach,

e hodnota TRUE ak je permutacia grafu regularne ofarbitel'na troma farbami,

FALSE v inom pripade,

e koéd permutacie grafu odvodeny z permuta¢nej matice susednosti grafu a

e pocet rekurzivnych navratov algoritmu hranového backtrackingu.

Ked’ze algoritmus hranového backtrackingu pri spiatnom prefarbovani hran
vyuziva rekurzivne funkcie, do vystupu z nasej aplikacie sme pridali meranie poctu
rekurzivnych navrtov ofarbovacieho algoritmu. Cielom tohto merania je zistit, ¢i
existuje spojitost’ medzi ¢asom hranového ofarbovania grafu a poctom rekurzivnych

navratov ofarbovacieho algoritmu.

4.2.1 METODIKY ZAMERANE NA PARALELNE OFARBOVANIE PERMUTACII
MNOZINY GRAFOV

Na algoritme, ktory je predmetom tejto podkapitoly, sme navrhli dva typy metodik
a vykonali dva typy experimentov [VI, VII]. Ciele jednotlivych navrhnutych metodik
su:
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Skor, nez sa budeme sustredit’ na overenie pracovnej hypotézy H2 chceme
preskimat’ spravanie sa ulohy ofarbovania velkej mnoziny grafov pri vyuzZiti
vypoctovych systémov s virtualizaciou na baze virtualnych strojov
a porovnat ho so spravanim tulohy na fyzickych strojoch. Zovseobecnene
mozeme povedat, ze v prvom type experimentov skamame vplyv virtualizacie
na algoritmy obsahujice rekurzivne funkcie.

V druhom type experimentov hladame S$pecificki permutaciu (resp.
permutéacie) grafu, ktora moze byt pouzitd na optimalizaciu ¢asu
ofarbovania vybranej mnoziny grafov. To znamena, Ze hladame poradie
ofarbovania hran grafu, ktoré po aplikovani na celtt mnozinu grafov zredukuje

Cas ofarbovania tejto mnoziny.

Navrhli sme osem experimentov — pat’ experimentov Kk prvej metodike atri

experimenty Kk druhej. Skumali sme celkovy ¢as vypoctu ulohy, minimalny

a maximalny pocet rekurzivnych volani a minimalny a maximalny Cas ofarbovania

jednotlivych permutacii grafu. Tieto vlastnosti sme merali na dvoch velkostiach

problému. Ako vstup pre vSetky experimenty sme pouzili mnozinu 34-vrcholovych

snarkov s cyklickou suvislost'ou viac ako 5 z online databazy House of Graphs [17].

Tato mnozina grafov obsahuje 19 935 prvkov, pricom v jednotlivych experimentoch

pouzivame postupne narastajice cCasti tohto datasetu. Prva velkost problému

nazyvame malymi problémami a su v nich obsiahnuté tri experimenty:

Experiment 1 pozostava z ofarbenia mnoziny 100 grafov v pomere 100
vstupnych grafov, pricom z kazdého vstupného grafu ofarbujeme len jedno

nahodné poradie hran (permutaciu).

V experimente 2, tak isto, ofarbujeme 100 grafov, ale v obratenom pomere.
Na vstupe mame jeden graf, z ktorého vyrobime 100 nahodnych permutacii na

d’alSie hranové ofarbovanie.

Experiment 3 obsahuje ofarbenie 1000 grafov. Na vstupe programu mame
1000 grafov, z kazdého v behu aplikacie vyrabame 1 nahodnii permutaciu,

ktort nasledne ofarbime.

Z merani na skupine malych problémov v experimentoch 1, 2 a3 vyberame

vypoctovy systém, ktory je pre pracu najvhodnejsi. V experimentoch porovnavame tri

vypoctové systémy, ktorych parametre st uvedené v tabulke 4.3.
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Tabulka 4.3 — Vypoétové systémy vyuzité v experimentoch 1,2 a3

Systém s fyzickymi | Systém s fyzickymi | Systém s virtualnymi
strojmi #1 [FS1] strojmi #2 [FS2] strojmi [VS]
Pocet uzlov 5 10 4
Pocet procesorov 16 12 12
na uzle
RAM 4 GB 4 GB 4 GB
Vypocétové systémy s fyzickymi strojmi  boli stcastou vysokovykonného

vypoctového klastra na Univerzite Mateja Bela v Banskej Bystrici prezentovaného

v podkapitole 4.1.1. Vypoctovy systém s virtualizaciou pozostava z virtualnych

strojov na procesore Intel Xeon CPU E5-2676 v3 @ 2.4 GHz, ako pristup k tomuto

procesoru sme vyuzili sluzby Amazon Web Services.

Druhou velkost'ou rieSeného problému st vel’ké problémy, na rieSenie ktorych

vyuzivame architektary, ktoré sa na experimentoch 1 - 3 ukazali byt najlepsie. Tato

Cast’ experimentov pozostava z:

V experimente 4 ofarbujeme 500 nahodnych permutacii pre kazdy zo

vstupnych 2000 grafov. Dostavame ofarbenie pre mnozinu 1 000 000 grafov.

Experiment 5 dostava na vstupe mnozinu 19 935 grafov, pricom z kazdého
znich hranovo trojofarbi 500 nahodnych permutacii. Vysledna mnozina
obsahuje 9 967 500 ofarebeni grafov.

Experimenty 6, 7 a 8 su zamerané na potvrdenie alebo zamietnutie pracovnej

hypotézy 2. Navrhnuté experimenty, ktoré pracujii s permutovanymi grafmi s cielom

optimalizacie ¢asu ofarbovania vybranej mnoziny grafov su:

Ako vstup pre experiment 6 pouzivame dateset 9 967 500 grafov (19 935
povodnych snarkov, pricom bol kazdy permutovany 500 krat), ktoré boli
vystupom z experimentu 5. Ked’ze mnozina vystupov z experimentu 5 bola
komplexnejsia, ako sme v tomto experimente potrebovali, vybrali sme len udaj
0 case ofarbenia pre vSetkych 9967500 grafov. Z vybranych casov
ofarbovania sme pripravili mnozinu dat s najniz§im a mnozinu dat s najvyssim
Casom ofarbovania pre kazdy zpovodnych 19 935 grafov. Datasety sme
vizualizovali

a analyzovali. Vystupom experimentu 6 je nasledovné

rozhodnutie: Generovanie 500 nahodnych permutécii pri ofarbovani mnoziny
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grafov vymenime za pevne zvolenych 500 permutacii S najniz§im c¢asom
ofarbovania z predoslého merania.

e Vexperimente 7 aplikujeme rozhodnutie experimentu 6 a zvoleni mnozinu
permutacii S najniz§im ¢asom hranového ofarbovania aplikujeme na vsetkych
19 935 grafov zo zvolenej mnoziny.

e Analogicky kexperimentu 7, v experimente 8 nahradime generovanie 500
nahodnych permutacii ofarbovanim grafov, ktoré permutujeme s pouzitim
permutacie S najleps$im ¢asom ofarbovania. Tato permutaciu aplikujeme na
vybrani mnozinu snarkov a meriame ¢as ofarbovania tejto mnoziny, ako aj

jednotlivych grafov v nej.

422 EXPERIMENTY ZAMERANE NA PARALELNE OFARBOVANIE
PERMUTACII MNOZINY GRAFOV

Obsahom tejto Casti prace st experimenty zalozené na metodikach navrhnutych
v podkapitole 4.2.1.

V prvej casti podkapitoly prezentujeme experimenty a ich vyhodnotenie s cielom
skamania vplyvu virtualizacie na algoritmus hranového trojofarbovania mnoziny
grafov. Ako sucast’ tychto experimentov skimame spomalenie paralelného algoritmu,
ktory vyuziva rekurzivne funkcie v systéme s vyuzitim virtualizacie.

Druha cast podkapitoly obsahuje experimenty aich vyhodnotenie pre potreby
hladania Specifickych permutacii (poradi hran), pomocou ktorych sme schopni
optimalizovat’ ¢as hranového ofarbovania vybranej mnoziny grafov.

V experimentoch prezentovanych nizsie sme merali:

e Celkovy ¢as vypoctu — ¢as od spustenia tlohy v systéme do ukoncenia ulohy
odmerany systémom PBS [42], merany v sekundach,

e CPU cas vypoltu — suma casov vsetkych paralelnych casti programu
odmerana pomocou systému PBS, merany v sekundach,

¢ Minimalny a maximalny pocet rekurzivnych volani pre permutacie kazdého
ofarbovaného grafu zo vstupnej mnoziny,

e Minimalny a maximalny ¢as ofarbovania pre permutacie kazdého

z ofarbovanych vstupnych grafov, merany v milisekundach.
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EXPERIMENT 1

Tabulka 4.4 — 100 grafov, 1 permutacia

FS1 FS2 VS
Celkovy ¢as vypoctu [sek] <1 <1 <1
CPU c¢as vypoctu [sek] 3 5 1
Minimalny pocet rekurzivnych volani | 32 33 1001
Maximalny pocet rekurzivnych volani | 3 139 482 | 3291503 | 28 977
Minimalny ¢as ofarbovania [ms] <1 <1 <1
Maximalny ¢as ofarbovania [ms] 440 530 16

V tabulke 4.4 st uvedené vysledky merani z experimentov, ktoré pozostavaju
z ofarbenia 100 grafov. V experimente hranovo ofarbujeme jeden nahodne

permutovany graf pre kazdy zo vstupnych 100 grafov.

EXPERIMENT 2

Experiment 2 pracuje s mnozinou 100 grafov. Algoritmus dostava na vstupe jeden
graf a vytvara 100 nahodnych permutacii pre ofarbovaci algoritmus. Merania z tohto
experimentu st uvedené v tabulke 4.5. Vygenerovali sme 100 réznych poradi

ofarbovania toho istého grafu.

TabuPka 4.5 — 1 graf, 100 permutacii

FS1 FS2 VS
Celkovy ¢as vypoctu [sek] <1 <1 <1
CPU ¢as vypoctu [sek] 2 3 1
Minimalny pocet rekurzivnych volani | 23 32 672
Maximalny pocet rekurzivnych volani | 3328 041 | 3211076 | 40619
Minimalny ¢as ofarbovania [ms] <1 <1 <1
Maximalny ¢as ofarbovania [ms] 540 610 5
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EXPERIMENT 3

Vstupom pre experiment 3 je 1000 grafov z mnoziny 19 935 snarkov s34
vrcholmi. Algoritmus ofarbuje jeden permutovany graf pre kazdy zo vstupnych

grafov. Tabulka 4.6 obsahuje vysledky namerané na vsetkych vypocétovych

systémoch.

Tabul’ka 4.6 — 1000 grafov, 1 permutacia

FS1 FS2 VS
Celkovy ¢as vypoctu [sek] <1 <1 <1
CPU cas vypoctu [sek] 15 16 3
Minimalny pocet rekurzivnych volani | 5 33 710
Maximalny pocet rekurzivnych volani | 2511002 | 3501601 | 37210
Minimalny ¢as ofarbovania [ms] <1 <1 <1
Maximalny ¢as ofarbovania [ms] 330 480 9

Logickym krokom je overenie ofarbenia 1000 grafov v pomere 1 vstupny graf,
z ktorého algoritmus vytvori 1000 nahodnych permutacii. Ked'ze v Systémoch,
s ktorymi sme pri experimentoch pracovali, nebolo mozné pracovat’ s 1000
paralelnymi vlaknami, ktoré sucasne ofarbuju grafy, takéto meranie nebolo mozné
vykonat’.

Zexperimentov 1, 2 a3 na malych velkostiach problému sme vybrali
architektury FS1 a VS. Architektary boli vybrané na rieSenie velkych problémov

(experimenty 4 a 5).
EXPERIMENT 4
Prvym z takzvanych velkych problémov je hranové ofarbenie mnoziny 1 000 000

grafov. Pomer vstupnych grafov k permutaciam tychto grafov je 2000 ku 500.
Ofarbujeme 500 permutacii z kazdého z 2000 vstupnych grafov.
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Z vysledkov prezentovanych Vv tabulke 4.7 je zrejmé, Ze Cas ofarbovania tejto
mnoziny grafov bol vyrazne niz8§i na vypoltovom systéme, ktory vyuzival

virtualizaciu, ako na systéme, ktory vyuziva ¢isto fyzické zdroje.

Tabul’ka 4.7 — 2000 grafov, 500 permutacii

FS1 VS
Celkovy ¢as vypoctu [mintty] 34:59 2:07
CPU c¢as vypoctu [mintty] 44:58 15:10
Minimalny pocet rekurzivnych volani | 42 10

Maximalny pocet rekurzivnych volani | 9693 080 | 1 000 780

Minimalny ¢as ofarbovania [ms] <1 <1

Maximalny ¢as ofarbovania [ms] 1280 18

EXPERIMENT 5

V tabul’ke 4.8 uvadzame vysledky z merania vykonaného v ramci experimentu 5,
v ktorom vyrabame 500 permutacii pre kazdy graf z vybranej mnoziny. Tymto
sposobom sme vytvorili mnozinu 9 967 500 grafov, ktoré hranovo ofarbime.

Na rozdiel od vysledkov v experimente 4, pozorujeme, ze celkovy Cas vypoctu

problému na vypoctovych systémoch FS1 a VS je takmer totozny.

Tabul’ka 4.8 — 19 935 grafov, 500 permutacii

FS1 VS
Celkovy ¢as vypoctu [hodiny] 2:41:13 2:52:35
CPU ¢as vypoctu [hodiny] 4:53:38 3:20:54
Minimalny pocet rekurzivnych volani | 31 548

Maximalny pocet rekurzivnych volani | 1283 104 | 866 762

Minimalny ¢as ofarbovania [ms] <1 <1

Maximalny ¢as ofarbovania [ms] 1260 29

57



VPLYV VIRTUALIZACIE NA PARALELNE ALGORITMY OBSAHUJUCE
REKURZIVNE FUNKCIE

Pouzitie virtualizacie pri vypoctoch spojenych s hranovym ofarbovanim grafov
pomocou paralelnych algoritmov obsahujacich rekurzivne funkcie nevytvara
spomalenie alebo oneskorenie vypocétov. V pripade experimentov 3 a4 bolo
z ¢asového hladiska ovel'a vyhodnejsie vyuzit’ virtualny vypoctovy systém.

Vyuzitie paralelného vypocétového systému Vv kombindcii S paralelnym
programovanim pre potreby problému ofarbovania mnozin grafov je vhodné a
dolezité. Na vypoctovom systéme, ktory obsahoval len fyzické zdroje sme vypocet
tohto problému 6,563 nasobne skratili (tabul’ka 4.9).

Tabulka 4.9 — Vyhodnotenie merani z experimentov 1 - 5

Vypoctovy systém 5 uzlov, 16 procesorov na uzle, 4 GB RAM

Velkost’ problému 19 935 snarkov x 500 permutacii

Sekvenény ¢as ofarbovania [hodiny] 17:36:32

Paralelny ¢as ofarbovania [hodiny] 2:41:13

Zrychlenie vypoctu 6,563

EXPERIMENT 6

V experimente 6 uvadzame najvyssi ¢as ofarbovania zo vsetkych 500 permutacii
kazdého zo vstupnych 19 935 grafov.

Z obrazku vidime, ze vaésina vypoctov ofarbovania trvala v rozmedzi 20 az 200
milisekind. Cervenou farbou sme zvyraznili grafy, ktorych ¢as hranového

ofarbovania bol extrémne dlhy.
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Obrazok 4.8 — Permuticie s maximalnym ¢asom ofarbovania pre pévodna mnozinu 19 935

grafov

Tak isto ako sme wvytvorili mnozinu dat s hodnotami pre najvysSie casy
ofarbovania sme vytvorili dataset pre 19 935 najkratSich ¢asov ofarbovania — pre
kazdy vstupny graf sme vybrali poradie hran (permutaciu), ktoré bolo ofarbené
Vv najkratSom c¢ase. VSetky prvky tejto datovej mnoziny si permutacie S casom

ofarbovania krat$im ako 1 milisekunda.

EXPERIMENT 7

V experimente 7 sme vymenili generovanie nahodnych 500 permutacii za cielené
permutovanie grafov permutaciami, ktorych ¢as ofarbovania bol v predchadzajucom
experimente najnizsi. Z predoslych merani v experimente 6 sme vybrali mnozinu 500
permutacii, ktoré aplikujeme na pévodni mnozinu 19 935 grafov. Celd mnozinu
grafov sme potom hranovo ofarbili.

Maxima casov ofarbovania pre kazdy graf z mnoZiny st vizualizované na obrazku

4.9.
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Obrazok 4.9 — Maximalny ¢as ofarbovania pre vybranych 500 permutacii pévodnych 19 935

snarkov

Obrazok 4.9 poukazuje na dva znizenia v maximalnych ¢asoch ofarbovania:
e Hlavna skupina grafov je hranovo ofarbena v ¢ase medzi 20 a 100

milisekundami. V predoslom experimente bol tento ¢asovy interval medzi 20
a 200 milisekundami.

e Rozmedzie extrémne vysokych casov ofarbovania bolo znizené¢ z 1260

milisekind na 960 milisekiind.

EXPERIMENT 8

Z mnoziny 500 permutacii s najniz§im ¢asov ofarbovania sme zvolili permutaciu,
Ktora ma najnizsi ¢as (pozri Prilohu A). Tato permutaciu sme aplikovali na pévodnu

mnozinu 19 935 grafov a ofarbili sme ich.

Obrazok 4.10, ktory obsahuje vysledky z tohto experimentu, poukazuje na pokles

¢asu hranového ofarbovania na:

e hodnoty pod 0,2 milisekundy pre hlavna skupinu grafov,

e ahodnoty v okoli 10 milisekand v extrémnych pripadoch.
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Obrazok 4.10 — Maximalny ¢as ofarbovania pre vybrania najlepsiu permutaciu povodnych 19 935

snarkov

OPTIMALIZACIA CASU HRANOVEHO OFARBOVANIA MNOZINY
SNARKOV

V experimentoch 6 a7 moézeme vidiet rézne zniZzenia C¢asov hranového
ofarbovania. Algoritmus hranového backtrackingu je na vybranej mnozine snarkov
citlivy na po¢iato¢na hranu ofarbovania (pracovna hypotéza H1).

V experimente 8 sme nasli poradie hran aplikovatelné na grafy z vybranej
mnoziny, pomocou ktorého sme znizili najvysSie ¢asy hranového ofarbovania
grafov z pévodného intervalu 20 az 1260 milisekund na 0,2 az 10 milisekand
(tabul’ka 4.10). Tento vysledok poukazuje na zamietnutie pracovanej hypotézy H2.

Moznost d’alSej Casovej redukcie hranového ofarbovania grafov je skimana
v podkapitole 4.3, kde tiez skimame iné¢ vlastnosti ¢asovej minimalizacie, suvisiace

s dekompoziciou problému.

Tabul’ka 4.10 — Porovnanie najvysSich ¢asov ofarbovania v experimentoch 6 - 8

Experiment6 | Experiment7 | Experiment8

Najvyssie casy ofarbovania pre 20 -200 20 -100 0,2-10

hlavnu skupinu grafov [ms]

Maximalny ¢as ofarbovania [ms] 1260 960 10

61




4.3 PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV S VYUZITIM NAJLEPSICH
PERMUTACII

Pracovna hypotéza H2 bola v predchadzajiucej Casti prace zamietnutd, ¢o
znamena, ze vieme najst’ taki permutaciu grafu, ktorej aplikovanim na celt mnozinu
grafov znizime cas ofarbovania celej mnoziny grafov. Ako bolo ukazané
v experimente 8 povodna mnozina grafov bola po aplikovani zvolenej permutacie
rozdelena na dve skupiny grafov, ktoré mézeme Specifikovat’ ako:

e grafy ofarbitel'né pod 1 milisekundu,

e grafy ofarbiteI'né za priblizne 10 milisekand.

Toto pozorovanie viedlo k vytvoreniu pracovnej hypotézy H3.

Pracovna hypotéza H3. Nie je mozné rozdelit mnozinu grafov na podmnoziny
(zhluky) tak, zZe pre kazdu podmnozZinu grafov je mozné ndajst také poradie
ofarbovania hrdan, ktoré znizuje cas potrebny na ofarbenie kazdého grafu v danej

podmnoZzine.

Pricom sa snazime hladat’ také ofarbenia grafov, ktoré minimalizuja cas
samotného hranového ofarbovania. Pre naSe potreby sme zvolili hranicu 1
milisekundy - pozadujeme, aby algoritmus ofarbil kazdy graf zo zvolenej mnoziny
v ¢ase pod jednu milisekundu.

Tato podmienka je dolezitd nie len z hladiska redukcie Casovej naro¢nosti
hranového ofarbovania mnoziny grafov, ale aj z pohl'adu dekompozicie. Ako bolo
uvedené v podkapitole 1.3, zasadnym konceptom pri dekompozicii ulohy na podalohy
je podobnost’ (v idedlnom pripade rovnost’) ¢asu vypoctu vSetkych poduloh.
V pracovnej hypotéze H4 sa venujeme prave tejto podstatnej poziadavke na efektivnu

dekompoziciu ulohy.
Pracovna hypotéza H4. Neexistuje také poradie ofarbovania hran grafu, ze cas

hranového ofarbovania je pre kazdy graf z mnoziny rovnaky (resp. je v stanovenej

tolerancii - intervale).
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43.1 METODIKA PRE PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV S VYUZITIM
NAJLEPSICH PERMUTACI{

Pre potreby potvrdenia alebo zamietnutia pracovnej hypotézy H3 sme aplikovali
nieckol’ko poznatkov. Ked'Zze hypotéza hovori o rozdel'ovani grafov do skupin, ako
prvi sme na vybrani mnozinu grafov pouzili konvenénu zhlukovaciu metédu k-
priemerov (z anglického k-means) podl'a [43]. Tento algoritmus zhlukuje n prvkov
do k zhlukov — v naSom pripade ide o 19 935 prvkov (grafov) do 14 zhlukov, pricom
pocet zhlukov bol vybrany na zaklade takzvanej metédy siluet (z angl. Average
silnouette method).

Pri analyze vysledkov tohto zhlukovania sme pozorovali, ze grafy, ktorych
hranové ofarbovanie trvalo viac ako 1 milisekundu boli umiestnené na okrajoch
zhlukov. Tento fakt interpretujeme ako neSpecifickost’ tychto grafov — mozeme
povedat, ze grafy, ktorych hranové ofarbovanie trvalo viac ako 1 milisekundu nie st
Specifické pre ziadny z vypocitanych zhlukov. Preto sme navrhli metodiku, ktorej
vstupnymi datami st dve mnoziny [IX]:

e MnozZina permutacii P. Z uz vypocitanych permutacii grafov vyberieme 500
takych, ktorych aplikacia na grafy viedla k najkrat§sim ¢asom ofarbovania.
Vybrané poradia hran zoradime vzostupne podla casu ofarbovania.

e Vstupna mnoZina grafov N zakodovana vo formate graph6.

Samotna metodika pracuje nasledovne:

e Zmnoziny P vyberieme permutaciu snajniz§im ¢asom ofarbovania,
ozna¢ime ju ako Pgest aaplikujeme ju na vstupnu mnozinu grafov N.
Permutovanii mnozinu grafov nasledne paralelne hranovo ofarbime rovnako
ako v podkapitolach 4.1 a 4.2.

e Pre kazdy graf po ofarbeni overime zvolenu podmienku. Podmienku sme
postavili na zakladne merani z experimentu 8: Bol graf G, ofarbeny v ¢ase
pod 1 milisekundu.

o TRUE: Graf Gy priradime do zhluku Ci a odstranime ho z mnoziny N.
o FALSE: Algoritmus pokracuje d’alsim krokom bez akcie.

e Permutéciu Pgest priradime ku zhluku Ck a odstranime ju z mnoziny P.

e V pripade, Ze vmnozine N eSte ostavaju grafy, vytvorime novy zhluk

a postupujeme v algoritme od kroku 1. Ak je mnozina N prazdna, znamena to,
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ze vsetky grafy boli ofarbené Vv Case nizSom ako jedna milisekunda a

algoritmus konc¢i.

ZACIATOK

nastav k=1

Pgegt = Prva permutacia z P

PARALELNE: ofarbi mnozinu N(G,, G,, ... G))
s vyuzitim pBEST

CAS OFARBOVANIA pre G,

<1ms

Pridaj G, do zhluku C,

Odstran G,zN

Prirad PBEST k Ck

k++

Odstran Peest 2P

N=(}

KONIEC

Obrazok 4.11 — Schéma algoritmu ofarbovania s vyuzitim najlepsich permutacii
64



Vystupom algoritmu je mnozina k suborov — kazdy subor obsahuje zhluk
ofarbenych grafov s pridelenou permutaciou. Algoritmus je znazorneny schémou na
obrazku 4.11.

Vyuzitim vytvorenej metodiky predpokladame potvrdenie alebo zamietnutie
pracovnych hypotéz H3 aH4, definovanych vtejto podkapitole. Navrhnuty
algoritmus nedokonc¢i svoj beh uspesne Vv pripade, ze nie je mozné vsetky grafy zo
vstupnej mnoziny hranovo ofarbit v ¢ase nizSom ako jedna milisekunda. Pod
uspesnym dokonéenim behu programu v tomto pripade rozumieme vytvorenie

k zhlukov, do ktorych st rozdelené vsetky grafy zo vstupnej mnoziny.

4.3.2 EXPERIMENTY ZAMERANE NA PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV A
NAJLEPSIE PERMUTACIE

Metodiku prezentovanti v podkapitole 4.3.1 sme experimentalne overili na
rovnakej mnozine 19 935 snarkov ako pri predoslom algoritme. Z experimentu 8
predoslej metodiky sme vedeli, Ze tato mnozina grafov obsahuje vel'ku cast’, ktora
bude ofarbena v ¢ase pod jednu milisekundu.

Vstupni mnozina permutacii P sme vytvorili rovnako ako v experimente 7
predosliého algoritmu.

Obe vstupné mnoziny N a P sme zadali algoritmu na spracovanie. Z predoslého
experimentu bolo zrejmé, ze pri aspesnom behu programu bude vysledkom 2 az 40
zhlukov. Prvy zhluk bude obsahovat’ vSetky grafy, ktoré boli ofarbené v ¢ase pod 1
milisekundu v experimente 8 — to znamena 19 896 zo vstupnych 19 935 grafov.
ZvySnych 39 grafov moze byt rozdelenych do 1 az 39 zhlukov podla casu ich
hranového ofarbenia.

Algoritmus v experimente nasiel nasledovné zhluky grafov s priradenymi
permutaciami:

e Zhluk 1, Peest =P

o 19896 grafov bolo hranovo ofarbenych v case nizSom ako 1
milisekunda,
o N obsahuje 39 grafov neofarbenych v ¢ase niz§om ako 1 milisekunda.

o Zhluk 2, Pgest = P2

o 39 grafov bolo hranovo ofarbenych v ¢ase niz§om ako 1 milisekunda,

o N ={} aalgoritmus skoncil.
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Na najdenie zhlukov s ich priradenymi permutaciami (postupnostami ofarbovania
hran) boli potrebné len 2 cykly algoritmu. Vysledky z merani spojenych

s experimentom a pouzity vypoctovy systém st uvedené v tabul’ke 4.11.

Tabul’ka 4.11 — Vysledky merani z experimentu zameraného na najlepsie permutacie

Vypoctovy systém 5 uzlov, 12 procesorov na uzle, 4 GB RAM
Velkost' problému 19 935 snarkov

Sekvencny ¢as ofarbovania [hodiny] 3:22

Paralelny Cas ofarbovania [hodiny] Prvéa skupina grafov: 0:31

Druha skupina grafov: 0:02

Zrychlenie vypoctu 6,122

250 T

200

150

100

Cas [sekundy]

50

Seky C1 C2 Para

Obrazok 4.12 — Porovnanie ¢asov vypoc¢tu hranového ofarbenia 19 935 grafov

Na obrazku 4.12 prezentujeme porovnanie ¢asov vypoctu hranového ofarbenia pre
celt mnozinu 19 935 grafov. Porovnavame cas ofarbovania sekvenénym spésobom
(Sekv), paralelnym spésobom s vyuzitim algoritmu navrhnutého v 4.3.1 (Para) a aj

Cas potrebny na ofarbenie jednotlivych zhlukov (C1 a C2).
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Z experimentu vyplyva, Zze je mozné najst mnozinu permutacii grafov, ktoré
redukuji cas vypoctu celej mnoziny vstupnych grafov na pozadovanu uroven.
Zaroven je mozné najst’ také poradie ofarbovania hran grafu, ze cas ofarbovania
vSetkych grafov z vybranej mnoziny je priblizne podobny — konkrétne pod jednu

milisekundu. Tieto zistenia zamietaju hypotézy H3 a H4.

4.4 PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV S VYUZITIM NAJLEPSICH
PERMUTACII A DAVKOVEHO SPRACOVANIA DAT

Pre potreby spracovania mnozin grafov, ktoré obsahuju miliony grafov, sme
vytvorili metodiku, ktora spaja princip vyuzitia vhodnej permutacie grafu
a davkového spracovania dat [1X].

Metodika ma na vstupe vybrani mnozinu grafov. Tato mnozina je
predspracovacim skriptom rozdelena na maximalny mozny pocet ¢asti obsahujucich
500 000 grafov ajednu cast s ostatkom grafov. Kazda takato Cast je skriptom
distribuovana na paralelné spracovanie v niekol’kych krokoch:

e Nacitanie dat z prisluSnej ¢asti do matice M. Grafy st ulozené vo formate
graph 6 ¢o umoznuje vytvorit’ maticu, ktora bude reprezentovat’ celt mnozinu
vstupnych dat. Pocet riadkov tejto matice je rovny poctu grafov v danej Casti,
pocet stipcov matice je dany velkostou grafu vo formate graph 6.

e Paralelné ofarbovanie grafov. Algoritmus spracovava grafy ulozené v matici
M v davkach. Pocet davok je priamo zavisli od poctu paralelnych vlakien,

ktoré sme schopni sucasne spustit’:

pocet davok = pocet grafov v matici M / pocet paralelnych vidkien 4.2)

Algoritmus vytvori dany pocet paralelnych vlakien, z ktorych kazdé dostane
na vstupe jeden graf vo formate graph6 a nasledne:
o graf prelozi z formatu graph6 na maticu susednosti,
o graf permutuje s vyuzitim permutécie s najnizs$im casom ofarbovania
najdenej v 4.2,
o ofarbi graf.
Po ofarbeni vsetkych grafov v davke sa vlakna spoja, algoritmus zoberie

d’alsie grafy z matice M a opakuje tento krok.
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e Po ofarbeni vSetkych grafov zo vstupnej ¢asti dat algoritmus zapise ID grafu a
Cas potrebny na hranové ofarbenie grafu do suboru, ktory je spolo¢ny pre
vSetky grafy v samotnej ¢asti programu.

Vystupom z algoritmu je niekol’ko suborov (pocet suborov zavisi od poctu Casti,

na ktoré je povodna mnozina dat rozdelena). Schéma algoritmu je uvedena na obrazku
4.13.

VSTUPNA MNOZINA GRAFOV

SKRIPT DELIACI VSTUPNE DATA NA N CASTI

CAST 1

CASTN
L] L ] L ]
Nagitanie dat z CASTI 1 do matice M
[ ] [ ] [ ]
L] L] L ]
Nastavenie i=0, j=99
Zober graf (riadky z M) i aZ (i+j)
Vytvor 100 viakien
Paralelne ofarbi 100 grafov i=j+1
Spoj 100 viakien

Vysledky zapi$ do suboru
pre CAST 1

Obrazok 4.13 — Schéma paralelného programu zameraného na najlep$ie permutacie a davkové

spracovanie dat
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4.4.1 EXPERIMENTY ZAMERANE NA PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV,
NAJLEPSIE PERMUTACIE A DAVKOVE SPRACOVANIE DAT

Navrhnuty algoritmus sme experimentalne otestovali na mnozine grafovych dat,
ktorych ¢asova naro¢nost’ bola pri vyuziti predchadzajacich algoritmov prili§ vysoka
na to aby boli algoritmy pouzite'né. Tato mnozina dat obsahuje 3 833 587 kubickych
grafov s 34 vrcholmi. Mnozina bola rozdelend na sedem casti po 500 000 grafov
ajednu cast s 333587 grafmi. Samotné Casti boli ofarbované v davkach po 100
grafov. Vysledky merania a porovnanie ¢asovej a pamat'ovej naro¢nosti s algoritmom

2 prezentovanym V kapitole 4.2 st uvedené v tabul’ke 4.12 a na obrazku 4.14.

Tabulka 4.12 — Porovnanie ¢asovej a pamitiovej naro¢nosti ofarbenia mnoziny 3 833 587

snarkov
ALG2 ALG4 ALG4
Vypoctovy systém 5/12ppn 5/12ppn 5/32ppn*
Cas ofarbovania [hh:mm:ss] 34:47:53 01:06:58 00:42:14
Potrebna pamat’' RAM [Kkb] 3450900 | 994598552 | 993 818 164
Zrychlenie vypoctu - 31,178x 49,437x
Zvysenie pamdtove] narocnosti - 288,116x 287,988x
*virtualizované
35 1000
- 900
0t -
- 800
25 1t 170 &
= 0} 1 + 600 "é
H i 1 500 &
@ 15+ . z
© 4400 2
£
10k _ 4300 &
- 4 200
6 - .
4 100
0  r— | 0
ALG2(5M2)  ALGA4(5M12) ALG4(/32) ALG2(5112) ALGA(EN2) ALG(E32)

Obrazok 4.14 - Porovnanie ¢asovej a pamét’ovej naro¢nosti ofarbenia mnoziny 3 833 587

snarkov
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Z tabul’ky 4.12 a obrazku 4.14 je zrejmé, Ze pri vypoctoch obsahujucich miliony
grafov dochadza k vyraznému zrychleniu vypoctu, ale zaroven sa dramaticky zvysuje
aj pamatova narocnost’ algoritmu. Pri vyuziti rovnakého vypoctového systému sme
dosiahli oproti algoritmu prezentovanému v podkapitole 4.2 priblizne 31,2 nasobné
zrychlenie vypoctu priCom sa pamét'ova naro¢nost’ zvysila priblizne 288,1 nasobne.

Bliz8ia analyza vysledkov ukazuje, ze zo vstupnej mnoziny 3 833 587 grafov
bolo:

e 3301 216 grafov bolo hranovo ofarbenych v ¢ase nizSom ako 1 milisekunda,

e 532 364 grafov v ¢ase vy$som ako 1 milisekunda, pri¢om:

o 484 267 grafov je v casovom rozmedzi 10 — 20 ms
o 38486 grafov v rozmedzi 20 — 30 ms
o 6881 grafov je v ¢asovom rozmedzi 30 — 40 ms
o 1750 grafov ofarbenych v ¢ase 40 — 50 ms
o 735 grafov je v casovom rozmedzi 50 — 60 ms
o 175 grafov je v rozmedzi 60 — 70 ms
o 70 grafov v rozmedzi 70 — 80 ms
6 4

310 ¥ 10
35 T

Pocet grafov
N
[N i)

N
m
T

05F

(0,10 [10,20) f [20,30) [30,40) [40,50) [50,60) [BD:?D) [70:80)

Cas [ms] Cas [ms]

Obrazok 4.15 - Porovnanie po¢tu grafov v jednotlivych nameranych ¢asovych intervaloch
Na dalsie spracovanie dat navrhujeme metodiku odprezentovanu v tejto kapitole
spojit’ s metodikou prezentovanou v 4.3 avytvorit' zhluky grafov s priradenymi

permutaciami.
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4.5 PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV VYUZIVAJUCE
ZHLUKOVANIE GRAFOV A DAVKOVE SPRACOVANIE DAT

Na zaklade algoritmov prezentovanych v kapitolach 4.3 a4.4 sme navrhli
kombinaciu tychto algoritmov [IX], ktora zabezpeCuje zniZenie ¢asu vypoctu
ofarbovania mnoziny grafov asplni podmienku, ktora vyplyva z hypotézy 4

(rovnakost’ resp. podobnost’ ¢asu ofarbovania vsetkych grafov z vybranej mnoziny).

451 METODIKA ZAMERANA NA PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV,
ZHLUKOVANIE GRAFOV A DAVKOVE SPRACOVANIE DAT

Ako vstup pre algoritmus sme zvolili rovnaké mnoziny ako pri algoritme
prezentovanom v 4.3 — mnozinu grafov N a mnozZinu permutacii P. Algoritmus
paralelného ofarbovania grafov vyuzivajici zhlukovanie grafov adavkové
spracovanie dat je opisany nasledovne:

e Rozdelenie mnoziny grafov N na datové casti. Rovnako, ako v pripade
algoritmu zameraného na davkové spracovanie dat (kapitola 4.4), algoritmus
pomocou rozdel'ovacieho skriptu rozdeli vstupnii mnozinu grafov N na n
mensich casti. Presnejsie, skript rozdeli vstupné data na priblizne rovnako
velké podmnoziny obsahujtice cca. 500 000 prvkov (grafov).

e Distribuovanie datovych ¢asti. Po rozdeleni mnoziny grafov na datové Casti
postupujeme podla algoritmu prezentovaného v podkapitole 4.4. Jednotlivé
datové casti (podmnoziny) su distribuované na dostupny, S$pecifikovany
vypoctovy systém.

e V dalsom kroku navrhnuty algoritmus vykona jednotlivé kroky algoritmu pre
paralelné  ofarbovanie = grafov  svyuzitim  najlepsSich  permutécii
(prezentovaného v podkapitole 4.3). Pre kazda z n datovych ¢asti vytvorenych
z0 vstupnej mnoziny grafov N:

o Vyber permutacie s najniz§im ¢asom ofarbovania Pgest z0 vstupnej
mnoziny permutacii P a jej nasledné aplikovanie na celt datovu cast’
podla vztahu 4.1.

o Paralelné hranové trojofarbenie grafov v datovej cCasti s vyuzitim

vypoctového modelu paralelnych vlakien.
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o Overenie podmienky pre vsetky grafy v datovej Casti. Podmienka je
zostavena nasledovne: Bol graf G hranovo ofarbeny v ¢ase niz§om ako
jedna milisekunda?

o Vytvorenie zhluku grafov, ktoré splnili podmienku uvedené
v predchadzajiicom kroku.

o Pridelenie Pgest k vytvorenému zhluku grafov.

o Odstranenie Pgest z mnoziny permuticii P, odstranenie grafov
s ¢asom ofarbovania niz$im ako jedna milisekunda z datovej Casti.

Tieto kroky st opakované kym dana datova Cast’ nie je prazdna alebo

pokial’ algoritmus netspesne nevyskuSa vsetky permutacie zo vstupnej

mnoziny P (takato situacia moze nastat’ V pripade, Zze sa vV mnozine N

nachadza graf, ktory nemdze byt ofarbeny v Case nizSom ako jedna

milisekunda).

Vystup z vypoctu algoritmu sa sklada z mnoziny suborov, ktora obsahuje zhluky
grafov s ich pridelenymi permutaciami pre kazda z vytvorenych n datovych casti. Na
ziskanie celkovych vysledkov z vypoctu algoritmu je potrebné na mnozinu suborov
pouzit’ aglomerac¢nt funkciu. Tato funkcia spaja subory (zhluky), ktorym bola v behu
programu pridelena rovnaka permutacia.

Schéma algoritmu, ktory vyuziva paralelné ofarbovanie grafov, zhlukovanie

grafov a davkové spracovanie dat je prezentovana na obrazku 4.16.
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VSTUPNA MNOZINA GRAFOV

SKRIPT DELIACI VSTUPNE DATA NA N CASTI

Pgegt = Prvé permutacia z P

PARALELNE: ofarti mnoZint N(G,, G,. ... Gy)
S VAIZHIN Py oy

C:AS DFARROVANIA pre: G,

Pridaj G, do zhluku C

Odstran G, zN

Prirad Pgeat k Cp

Qdstran PBEST zP

KONIEC

Obrazok 4.16 - Schéma paralelného programu zameraného na najlepsie permutacie, davkové

spracovanie dat a zhlukovanie grafov
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452 EXPERIMENTY PRE PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV,
ZHLUKOVANIE GRAFOV A DAVKOVE SPRACOVANIE DAT

Cielom experimentov uvedenych v tejto podkapitole je overenie funkénosti
algoritmu navrhovaného v 4.5.1 pricom sa sustredime na minimalizaciu poctu
vytvorenych zhlukov. Na avod sme funk¢nost’ a vlastnosti algoritmu navrhovaného
v 4.5.1 experimentalne overili na dvoch rozmernych mnozinach dat:

e mnozina 3 833 587 grafov, ktora obsahuje 34 vrcholové snarky,

e mnozina 25 286 953 snarkov s 34 vrcholmi.

Namerané vysledky z tychto experimentov su uvedené v tabulkach 4.13 a 4.14.
Vsetky uvadzané hodnoty boli namerané na vypoc¢tovom systéme pozostavajicom z 6
uzlov, pricom bolo na kazdom uzle 12 procesorov. Z predchadzajucich experimentov
(najma toho, uvedeného v 4.4.1), bolo zrejmé, Ze algoritmus zaloZzeny na davkovom
spracovani dat ma vysoké poziadavky na pamit systému. V pripade 3 833 587
snarkov algoritmus potreboval takmer 1 TB pamite, v pripade 25 286 953 grafov
algoritmus zuzitkoval 4 TB pamite.

V niz8ie uvedenych tabulkach uvadzame merania pre nasledovné vlastnosti
vypoctov:

e Cislo zhluku - ID &islo zhluku, ktory obsahuje dané grafové data,

e Cislo Psest - ID &islo permutacie priradenej k danému zhluku,

o Cas vypoétu — &as ofarbovania a rezijné naklady pre vietky grafy v danom

zhluku,

e Potrebna pamit’ — pamit’ potrebna pri ofarbovani daného zhluku,

e Pocet grafov ofarbenych v ¢ase vy$som ako jedna milisekunda. Tieto grafy je

potrebné ofarbit’ s vyuZitim inej permutacie.

TabulPka 4.13 — Zhluky grafov mnoziny 3 833 587 snarkov

Cislo Cislo Cas vypoétu Potrebné pamért’ Pocet grafov
zhluku Psest [hh:mm:ss] [GB] ofarbenych > 1 ms
1 1 01:06:58 994.598 532 364
2 2 00:07:00 32.059 57 274
3 3 00:00:49 1.457 5775
4 4 00:00:07 0.254 0
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Tabulka 4.14 — Zhluky grafov mnoZiny 25 286 953 snarkov

Cislo Cislo Cas vypoétu Potrebna pamért’ Pocet grafov
zhluku PBEsT [hh:mm:ss] [GB] ofarbenych > 1 ms
1 1 04:19:09 3219.341 1356 175
2 2 00:11:43 12.242 127 775
3 3 00:01:26 3.362 15032
4 4 00:00:16 0.845 6
5 5 00:00:01 0.017 0

Pri blizS8om pohl'ade na dosiahnuté vysledky m6zeme uviest’ nasledovnll analyzu.
Pre mnozinu 3 833 587 snarkov sme vytvorili 4 zhluky, pri¢om:
e Zhluk 1, Peest=1
o 3301216 grafov bolo ofarbenych v ¢ase nizS8om ako jedna
milisekunda,
o 532 364 grafov bolo ofarbenych v ¢ase medzi 10 a 80 ms.
e Zhluk 2, Pgest =2
o 475090 zo zostavajucich 532 364 grafov bolo ofarbenych v Case
niz§om ako jedna milisekunda,
o 57 274 grafov bolo ofarbenych v ¢asoch medzi 10 a 60 milisektind.
e Zhluk 3, Peest =3
o 51499 grafov bolo ofarbenych v ¢ase niz§om ako jedna milisekunda,
o 5775 grafov bolo ofarbenych v ¢asoch v rozmedzi 10 a 30 milisektund.
e Zhluk 4, Peest =4
o 5775 grafov bolo ofarbenych v ¢ase niz§om ako jedna milisekunda.
Kazdy zo vstupnej mnoziny grafov bol ofarbeny v Case nizSom ako
jedna milisekunda.
Pre mnozinu 25 286 953 snarkov algoritmus vytvoril 5 zhlukov, v ktorych:
e Zhluk 1, Peest=1
o 23 930 778 grafov bolo ofarbenych v c¢ase nizsom ako jedna
milisekunda,
o 1 356 175 grafov bolo ofarbenych v ¢asoch Vv rozmedzi 10 a 100

milisekund.
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e Zhluk 2, Pgest =2
o 1 228 400 grafov bolo ofarbenych V c¢ase nizSom ako jedna
milisekunda,
o 127 775 grafov bolo ofarbenych v ¢ase medzi 10 a 30 ms.
e Zhluk 3, Pgest =3
o 112 743 zo zostavajucich grafov bolo ofarbenych v ¢ase nizSom ako
jedna milisekunda,
o 15032 grafov bolo ofarbenych v ¢asoch 10 az 30 ms.
e Zhluk 4, Pgest =4
o 15026 grafov bolo ofarbenych v ¢ase nizSom ako jedna milisekunda,
o 6 grafov bolo ofarbenych v ¢ase medzi 10 a 20 milisektind.
o Zhluk 5, Peest =5
o Zostavajucich 6 grafov bolo ofarbenych v ¢ase nizSom ako jedna

milisekunda.

453 EXPERIMENTY PRE PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV,
ZHLUKOVANIE GRAFOV ADAVKOVE SPRACOVANIE DAT NA SADACH
SNARKOV S VACSIM POCTOM VRCHOLOV

Pre d’alSie overenie algoritmu a principu ofarbovania permutovanych grafov (a

zaroven overenia hypotéz H1 - H4 na inych mnozinach snarkov) sme pracovali aj
s mnozinami 36, 38 a40 vrcholovych snarkov (tabulka 2.1). Pre kazda z tychto
mnoZzin sme postupovali nasledovne:

e Nahodné permutovanie mnoZin grafov — pre grafy s 36, 38 a 40 vrcholmi
potrebujeme najst permutacie, ktorych aplikovanie na mnozinu grafov
znizuje Cas ofarbenia grafov v mnozine. Postupovali sme rovnako
v podkapitole 4.2.

e Vytvorenie mnoZiny najlepsich permutacii — podobne ako v podkapitole 4.2
sme pre mnozinu 36, 38 a 40 vrcholovych grafov ndhodnym permutovanim
nasli mnozinu 500 najlepSich permutacii, ktorych aplikovanie na mnozinu
grafov znizovalo ¢as ofarbenia vSetkych grafov v mnoZine.

e Vyuzitie davkového spracovania grafov azhlukovania — po najdeni
vhodného poctu permuticii sme vyuzili algoritmus prezentovany Vv 4.5.1

a ofarbili sme vsetky podmnoziny 36, 38 a 40 vrcholovych snarkov.
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V tabulke 4.15 uvadzame pocet grafov v jednotlivych podmnozinach 36, 38 a 40
vrcholovych snarkov. Snarky jednotlivych velkosti st do tychto podmnozin rozdelené
na zaklade matematickych vlastnosti jednotlivych grafov, tzv. velkosti najmensej
kruznice v grafe a cyklickej suvislosti. Pri mnozinach oznac¢enych znakom ‘+° zatial
nebolo mozné vygenerovanie vsSetkych grafov danej velkosti (resp. danych

vlastnosti).

Tabul’ka 4.15 — PodmnoZiny 36, 38 a 40 vrcholovych snarkov

Pocet vrcholov Velkost Velkost Velkost Cyklicka
grafu najmense;j najmensej najmensej stvislost’ > 5
kruznice > 4 kruznice > 5 kruznice > 6
36 404 899 916 60 167 732 1 180 612
38 - 19 775 763+ 39 35 429+
40 - - 25 -

Zacali sme podmnozinou 36 vrcholovych grafov s cyklickou savislostou vyssou
alebo rovnou 5. Tato mnozina obsahuje 180 612 grafov a pomocou nasho algoritmu

sme ju rozdelili do styroch zhlukov (tabul’ka 4.16).

TabuPka 4.16 — Zhluky grafov mnoZiny 180 612 snarkov s 36 vrcholmi

Cislo Cislo Cas vypoétu Potrebna pamét’ Pocet grafov
zhluku PBesT [hh:mm:ss] [GB] ofarbenych > 1 ms
1 1 00:01:10 1.326 4008
2 2 00:00:07 0.839 241
3 3 00:00:07 0.376 12
4 4 00:00:01 0.017 0

Pri 36 vrcholovych snarkoch existuje mnozina grafov s velkostou najmensej
kruznice v grafe rovnou alebo vyssou ako 6, ktora obsahuje jeden graf. Tento graf bol
ofarbeny v Case nizSom ako jedna milisekunda pomocou permuticie Pgest = 2.
Pokracovali sme mnozinou 60 167 732 snarkov s 36 vrcholmi. Tuto mnozinu nas

algoritmus rozdelil na 7 zhlukov (tabul’ka 4.17).
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Tabul’ka 4.17 — Zhluky grafov mnoZiny 60 167 732 snarkov s 36 vrcholmi

Cislo Cislo Cas vypoétu Potrebna pamét’ Pocet grafov
zhluku PBEsT [hh:mm:ss] [GB] ofarbenych > 1 ms

1 1 08:21:18 4372.881 4229 360

2 2 00:34:31 35.237 256 902

3 3 00:03:11 1.245 53 487

4 4 00:01:07 0.891 16 343

5 5 00:00:33 0.873 8901

6 6 00:00:31 0.754 8 042

7 7 00:00:04 0.019 0

Najrozsiahlejsia mnozina 36 vrcholovych snarkov obsahuje 404 899 916 prvkov.

Tato mnozinu nas algoritmus spravoval do 16 zhlukov (tabul’ka 4.18).

TabulPka 4.18 — Zhluky grafov mnoZiny 404 899 916 snarkov s 36 vrcholmi

Cislo Cislo Cas vypodtu Potrebna pamat’ Pocet grafov
zhluku PBEST [hh:mm:ss] [GB] ofarbenych > 1 ms
1 1 47:16:14 8472.230 17 642 937
2 2 03:32:49 56.671 12 876 022
3 3 00:56:11 30.290 4 038 765
4 4 00:40:26 12.128 1844 397
5 5 00:38:39 9.133 1 000 036
6 6 00:07:12 2.465 321009
7 7 00:05:31 1.026 162 932
8 8 00:00:22 0.891 21329
9 9 00:00:20 0.806 17 890
10 10 00:00:18 0.650 12 993
11 11 00:00:17 0.521 9636
12 12 00:00:13 0.360 4109
13 13 00:00:10 0.332 1572
14 14 00:00:03 0.196 60
15 15 00:00:02 0.183 38
16 16 00:00:03 0.067 0
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Pokracovali

sme Mmnozinami

snarkov, ktoré sa skladaju z38 vrcholov.

K dispozicii st 3 takéto mnoziny — mnozina S 35429 grafmi, mnozina s 39 grafmi

a mnozina s 19 775 768 prvkami. Vysledky rozdelenia do zhlukov pre tieto mnoziny
grafov st uvedené v tabul’kach 4.19, 4.20 a 4.21.

Tabulka 4.19 — Zhluky grafov mnoZiny 35 429 snarkov s 38 vrcholmi

Cislo Cislo Cas vypoétu Potrebna pamét’ Pocet grafov
zhluku Peest [hh:mm:ss] [GB] ofarbenych > 1 ms
1 1 00:00:42 0.630 1053
2 2 00:00:11 0.439 0
Tabulka 4.20 — Zhluky grafov mnoZiny 39 snarkov s 38 vrcholmi
Cislo Cislo Cas vypodtu Potrebna pamét’ Pocet grafov
zhluku PBEST [hh:mm:ss] [GB] ofarbenych > 1 ms
1 1 00:00:03 0.371 0
TabulPka 4.21 — Zhluky grafov mnoZiny 19 775 768 snarkov s 38 vrcholmi
Cislo Cislo Cas vypodtu Potrebna pamat’ Pocet grafov
zhluku PBesT [hh:mm:ss] [GB] ofarbenych > 1 ms
1 1 03:16:02 3018.03 594 945
2 2 00:01:33 1.139 10 709
3 3 00:00:03 0.732 4 283
4 4 00:00:01 0.424 0

Poslednou mnozinou snarkov st 40 vrcholové grafy, ktorych je 25. Aj napriek

nizkemu poctu tychto grafov, bola tato mnozina rozdelena do troch zhlukov

uvedenych v tabul’ka 4.22.
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Tabulka 4.22 — Zhluky grafov mnoZiny 25 snarkov so 40 vrcholmi

Cislo Cislo Cas vypoétu Potrebna pamét’ Pocet grafov
zhluku PBEsT [hh:mm:ss] [GB] ofarbenych > 1 ms
1 1 00:00:04 0.230 9
2 2 00:00:01 0.089 2
3 3 00:00:01 0.019 0

45.4 VYHODNOTENIE EXPERIMENTOV PRE PARALELNE OFARBOVANIE
GRAFOV, ZHLUKOVANIE GRAFOV A DAVKOVE SPRACOVANIE DAT

Celkovy ¢as vypocltu potrebny na ofarbenie celej mnoziny grafov pricom
prinliadame na podmienku plynticu zhypotéz H3 aH4 modzeme vypocitat

nasledovne:

T, =;Trsi (4.3)

kde To je celkovy Cas vypoCtu ofarbovania danej mnoziny grafov, K je pocet
zhlukov a Tci je vypoctovy ¢as pre zhluk ¢islo i.

Pre 34 vrcholové snarky sme namerali nasledovné vysledky. Celkovy cas
ofarbovania pre mnozinu 3 833 587 bol 01:14:54. Pre mnozinu 25 286 953 snarkov
bol tento ¢as rovny 04:32:35.

36 vrcholové snarky obsahuju ako jediné zo skiimanych mnozin grafov Styri
podmnoziny. Prva podmnozina obsahuje 180 612 a celkovy ¢as vypoctu jej ofarbenia
bol 00:01:25. Podmnozina grafov s vel'kostou najmensej kruznice > 6 obsahuje len
jeden graf, ktory bol ofarbeny v &ase nizSom ako jedna sekunda. Daliie dve
podmnoziny 36 vrcholovych snarkov obsahuji viac nez 60 milidbnov a viac nez 404
milionov grafov. Celkovy c¢as vypoctu ofarbenia pre mnozinu 60 167 732 bol
09:01:15. Pre mnoZzinu 404 899 916 snarkov bol ¢as vypoctu ofarbenia celej mnoziny
grafov 53:18:50.

Pri 38 vrcholovych snarkoch sme skamali 3 skupiny grafov. Prva znich
obsahovala 35429 prvkov a prezentovany algoritmus ju ofarbil v ¢ase 53 sektnd.
Druhou mnozinou 38 vrcholovych snarkov bola mald mnozina 39 grafov, ktoré boli
ofarbené za 3 sekundy. Posledna podmnozinu 38 vrcholovych snarkov, ktora
obsahuje 19 775 768 grafov, algoritmus ofarbil za 03:17:39.

80




V pripade 40 vrcholovych snarkov pozname len jednu mnozinu 25 grafov, ktora
vsak bola prekvapivo rozdelena do troch zhlukov a ofarbena za 6 sekand.

Aj ked’ algoritmus pre svoj beh vyzaduje vysokli pamét'ovli naro¢nost’, umoznuje
paralelné zrychlenie vypoctu a vytvara zhluky, ktoré maju pridelené permutacie,
pomocou ktorych vieme graf ofarbit’ uspokojivo z pohladu hypotézy H4. Ide teda
o0 efektivhu dekompoziciu problému.

V tabul’kach 4.13 — 4.22 mézeme vidiet, ze nie je potrebné vysoké mnozstvo
vhodne zvolenych permutacii na to aby sme dosiahli ¢as ofarbovania kazdého grafu
z ofarbovanej mnoziny nizs$i ako jedna milisekunda. Konkrétne pocty permutacii

(resp. klastrov) su uvedené v tabul’ke 4.23.

TabulPka 4.23 — Pocet potrebnych zhlukov (permutacii) pre vSetky testované mnoZiny snarkov

34 vrcholové snarky

Pocet grafov 19935 - 3833587 25 286 953
Pocet zhlukov 2 - 4 5

36 vrcholové snarky

Pocet grafov 180 612 1 60 167 732 404 899 916
Pocet zhlukov 4 1 7 16

38 vrcholové snarky

Pocet grafov 35429 39 19 775 763+ -
Pocet zhlukov 2 1 4 -

40 vrcholové snarky

Pocet grafov - 25 - -
Pocet zhlukov - 3 - -

Tabul’ka 4.23 reprezentuje sumarizaciu zaujimavych udajov, ktoré sa tykaju
zhlukovania snarkov.

Ked'ze konvenéné metddy zhlukovania (metoda k-priemerov, Kk-najblizsich
susedov a pod.) potrebujii na svojom vstupe mnozinu dat a pocet zhlukov, do ktorych
maju byt dané data rozdelené, je potrebné aby sme vedeli potreny pocet zhlukov

asponl odhadnut’.
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455 POCET POTREBNYCH ZHLUKOV PRE SNARKY S 34 — 38 VRCHOLMI

Aj ked’ je tato Cast’ prace nad ramec stanovenych ciel'ov, dosiahnuté vysledky nas
nabadaju ku zovSeobecneniu poctu potrebnych zhlukov pre grafové data s vyuzitim
interpolaénych funkcii. Preto sme vytvorili skript v jazyku R, pomocou ktorého
vieme znazornit’ potencialny pocet potrebnych permutacii pre rozne vel'ké sady dat.

Prva metoéda odhadu poctu potrebnych zhlukov sme zalozili na interpolacii, ktora
vyuzivala pocet potrebnych zhlukov pre jednotlivé podmnoziny snarkov
a matematické vlastnosti, pomocou ktorych boli snarky do tychto mnozin roztriedené
(tabul’ka 4.15). Interpolécia na zéklade poétu potrebnych zhlukov a dizky najkratsicho
cyklu v grafe je uvedena na obrazku 4.17.

Ako druhé sme vyhotovili interpolacie poétu zhlukov na zakladne porovnania
poctu grafov v jednotlivych podmnozinach a odmeraného poétu potrebnych zhlukov
pre tieto podmnoziny (tabulka 4.23). Na obrazkoch 4.18, 4.19 a 4.20 prezentujeme
interpolacie pre 34, 36 a 38 vrcholové snarky. Porovnanie kriviek tychto grafov

uvadzame na grafe zobrazenom na obrazku 4.21.

Pocet zhlukov

'S

40 45 ) 5.0 5.5 6.0
DiZka najmensieho cyklu v grafe
— 34 vrcholové — 36 vrcholové 38 vrcholové
Obrazok 4.17 — Interpolacia poétu zhlukov pre 34, 36 a 38 vrcholové snarky zaloZena na velkosti
najmensej kruZnice v grafe
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Pocet zhlukov

wm

!
0.0e+00

5.0e+06

'
1.0e+07 1.5e+07
Pocet grafov

Obrazok 4.18 — Interpolacia poétu zhlukov pre 34 vrcholové snarky
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Pocet zhlukov
.

Obrazok 4.19 — Interpolacia poétu zhlukov pre 36 vrcholové snarky
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Pocet zhlukov

Obrazok 4.20 — Interpolacia poétu zhlukov pre 38 vrcholové snarky

85



Pocet zhlukov

0e+00

' ! !
1e+08 2e+08 3e+08

Pocet grafov

Obrazok 4.21 — Porovnanie interpolacii po¢tu potrebnych zhlukov pre 34, 36 a 38 vrcholové snarky
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Prvy model interpolacie zalozeny na nameranom poéte zhlukov a dizke
najmensicho cyklu v grafe nepriniesol zaujimavé vysledky. Dovodom je najma
nekompletnost’ udajov, pri ktorych nebola dizka najmensieho cyklu v grafe namerana
(ide 0 jednu hodnotu pre kazda z vybranych mnozin snarkov).

Interpolacia, Ktora vyuziva pocet grafov a namerany pocet zhlukov poukazuje na
tieto poznatky:

e Podrla tohto typu interpolacie nie je mozné urc¢it’ predpis funkcie, pomocou
ktorej by sme vedeli vypocitat’ pocet potrebnych zhlukov pre 'ubovolny pocet
grafov.

e Na zékladne interpolacii uvedenych na obrazkoch 4.18 — 4.21 vieme
odhadnut’ pocet potrebnych zhlukov pre sady snarkov, ktoré obsahuju:

o 19935 - 25286 953 grafov s 34 vrcholmi,
o 1-404 899 916 grafov s 36 vrcholmi,
o 39-19 775 763 grafov s 38 vrcholmi.

Ako priklad uvadzame obrazok 4.22, na ktorom je priese¢nikom dvoch priamok

znazorneny pocet potrebnych zhlukov (3) pre priblizne 1875000 snarkov s 34

vrcholmi.

Pocet zhlukov

| | |
0.0e+00 1.675e+06 5.0e+06 1.0e+07

Pocet grafov

Obriazok 4.22 — Pocet zhlukov pre 1 875 000 snarkov s 34 vrcholmi
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ZAVER

Hranové ofarbovanie grafov je operacia, ktora je casto opakovanou castou
vypoétu pri skimani réznych vlastnosti grafov, ako napriklad hl'adanie hranovej
a vrcholovej kritickosti alebo kokritickosti grafu. Hlavnym cielom prace bol navrh,
implementacia a overenie algoritmov, metodik a nastrojov, ktoré prispeju k
optimalizacii dekompozicie paralelnych aplikacii pri praci s hranovym ofarbovanim
kubickych grafov. Konkrétnymi cielmi prace bolo potvrdenie alebo zamietnutie
nasledujucich hypotéz:

e Algoritmus hranového backtrackingu nie je citlivy na pociatocny vrchol

ofarbovania grafu. To znamenad, Ze ak pri vypocte pouzijeme réznu postupnost’

hran bude doba vypoctu algoritmu pre zadany graf rovnaka.

o Vo vsetkych experimentoch uvedenych v kapitole 4 sme ukazali, ze
doba vypocétu algoritmu hranového backtrackingu je pre rozne
permutacie vyrazne odliSna, ¢im sme hypotézu zamietli. Namerané
hodnoty sa pohybovali v intervale od ¢asov pod 1 milisekundu az po
¢asy priblizne 1300 ms.

e Neexistuje také poradie ofarbovania hrdan grafu (permutacia), Ze po jeho
aplikovani na mnoZinu grafov, bude cas ofarbenia celej mnoZiny grafov
redukovany.

o Nasli sme permutaciu aplikovatelni na grafy z vybranej mnoziny,
pomocou ktorej sme znizili ¢asy hranového ofarbovania grafov.
Tento vysledok bol experimentalne overeny Vv podkapitole 4.2.2 a
poukazuje na zamietnutie pracovanej hypotézy H2.

e Nie je mozné rozdelit mnoZinu grafov na podmnoziny tak, Ze pre kazdu
podmnozinu grafov sme schopni ndjst jej vilastné poradie ofarbovania hrdn,
ktoré zniZuje ¢as potrebny na ofarbenie kazdého grafu v danej podmnozine.

o Navrhli, implementovali a experimentalne sme overili algoritmus,
pomocou ktorého sme nasli mnozinu permutacii grafov, ktoré
redukuju ¢as vypoctu celej mnoziny vstupnych grafov na pozadovanu
uroven. Experimenty zhlukovania grafov su uvedené v podkapitole
4.3.2.
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e Neexistuje také poradie ofarbovania hrdan grafu, Ze <cas hranového
ofarbovania je pre kazdy graf z mnoziny rovnaky.
o Je mozné najst také poradie ofarbovania hran grafu, ze cas
ofarbovania vsetkych grafov z vybranej mnoziny je priblizne podobny
— vV nasom pripade sme v experimentoch uvedenych v kapitole 4.3.2
pouzili mnoZinu permutacii, pomocou ktorych sme ofarbili jednotlivé
grafy zvybranej mnoziny pod jednu milisekundu. Cim sme
optimalizovali dekompoziciu paralelnych a distribuovanych vypoctov
¢o bol hlavny ciel tejto prace.

Okrem ciel'ov prace formalizovanych v hypotézach sme preskimali moznosti
paralelizacie vypoctov tykajucich sa hranového ofarbovania grafov. V ramci prace
sme optimalizovali (minimalizovali) cas ofarbovania mnozin vybranych grafov
s vyuzitim Vhodne zvolenych permutacii grafov. Dekomponovali sme problém
ofarbenia rozmernej mnoziny grafov na mensie podproblémy, ktoré boli distribuované
na vypoctovu architektiru a pocitané s vyuzitim paralelnych algoritmov. Pomocou
algoritmu prezentovaného v podkapitole 4.5 sme vypocitali hranové trojofarbenie
vsetkych velkych mnozin snarkov z portalu House of Graphs tak, aby sme zabezpecili
podobny (resp. rovnaky) Cas ofarbovania pre kazdy graf z vybranej mnoziny — ¢as
niz8§i ako jedna milisekunda. Tato podobnost’ (resp. rovnost) Casu je kI'GiCovym
konceptom efektivnej dekompozicie akéhokol'vek problému na mensie podproblémy.
Vypoéty tak moézu byt vykonavané na akomkol'vek vypoétovom systéme a trvanie
ofarbenia jednotlivych grafov bude vzdy podobné (resp. rovnaké). Tym sme ukazali,
ze vyuzitie paralelnych a distribuovanych vypocétov je mozné do istej urovne
granularity danej alohy.

Vyuzitie paralelného vypoétového systému Vv kombinacii S paralelnym
programovanim pre potreby problému ofarbovania mnozin grafov je vhodné a
dolezité. Na vypoctovom systéme, ktory obsahoval len fyzické zdroje sme vypocet
tohto problému niekol’konasobne zrychlili.

Na zaver vyskumnej Casti prace sme uviedli koncept zhlukovania grafov na
zdklade permutacii. Standardné metédy zhlukovania potrebuju pre svoj beh poznat
pocet zhlukov, do ktorych maju byt data rozdelené. V pripade grafovych dat,

s ktorymi sme V praci pracovali je pocet zhlukov tazko odhadnutelny. Vyuzili sme

89



preto interpola¢né funkcie na odhadnutie vhodného poctu potrebnych zhlukov a tym
sme otvorili nové potencialne oblasti skimania vo zvolenej problematike.

Algoritmy prezentované v [13, 14] su zamerané na optimalizaciu ¢asu hranového
ofarbovania jedného grafu. Aj ked’ je tento ciel’ podobny ako ciel’ nasej prace, autori
nevyuzivaju ziadny z nami pouzitych konceptov (dekompozicia, paralelné pocitanie
alebo permutovanie grafov). V pracach, ktoré su s tymito algoritmami spojené, tiez
nie st pocitané ofarbenia velkych mnozin grafov.

Paralelné pristupy k problematike ofarbovania grafov st stru¢ne opisané v [45]
a optimalizované v [46]. Autori publikacii v8ak nedbaju na dekompoziciu problému,
permutovanie grafov a ofarbovanie velkych mnozin grafov.

Vzhladom na odli$nosti tychto pristupov nie je mozné porovnat’ vysledky autorov

s vyskumom prezentovanom vV tejto praci.

DALSI VYSKUM

V ramci d’alSieho vyskumu, spojeného s prezentovanymi vysledkami, je mozné

sustredit’ sa na preskimanie niekol’kych oblasti:

e HPradanie vhodnych zhlukovacich metéd. Vyuzitie zhlukovacej metody k-
priemerov poukazalo na zaujimavé pozorovania. Metoda vSak neposkytla
vhodné riesenie zhlukovania pre grafové data. V d’alSom vyskume je potrebné
preskimat’ viac konvenénych zhlukovacich metéd aanalyzovat’ ich
pouzitelnost’ pri zhlukovani grafovych tdajov. Tiez je potrebné sustredit’ sa na
presny odhad potrebnych zhlukov pre rézne mnoziny grafov — avod do tejto
problematiky bol prezentovany v podkapitole 4.5.

o Vyuzitie vysledkov ziskanych v praci. Grafové ofarbovanie je vyuzitelné
v niekol’kych oblastiach vyskumu — rozvrhovanie, pridelovanie radiovych
frekvencii, optimalizacia kompilatorov alebo pri SAT solveroch. Metodiky
navrhnuté v praci je vhodné overit’ na niektorych z tychto tloh a porovnat’
nami dosiahnuté vysledky s vysledkami standardnych metod.

e Algoritmicka generacia postupnosti ofarbovania hran. Je potrebné hl'adat’
vlastnosti, ktoré definuju postupnost’ ofarbovania hran s ¢o najnizsim (resp.
najvyssim) casom ofarbovania. V pripade, ze bude mozné tieto vlastnosti
postupnosti rozoznat’, je potrebné vytvorit’ algoritmus, pomocou ktorého bude

mozné generovat’ takéto postupnosti ofarbovania hran pre rézne grafy.
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PRILOHA A: PERMUTACIA SNAJNIZSIM CASOM
OFARBOVANIA

V prilohe ponukame permutaciu, pomocou ktorej sme pre 34 vrcholové grafy

cvwr

vektorovej forme a vo forme matice.

VEKTOROVY FORMAT PERMUTACIE

Vektorovy format permutacie je zjednodusenym zapisom maticového formatu
permutacie. Predpokladom pre jeho zostavenie je fakt, ze permutacnd matica ma
prave jednu hodnotu 1 v kazdom riadku, ostatné hodnoty v permuta¢nej matici st
rovné nule. Vektor permutacie sme zostavili nasledovne:

¢ Index poloziek vektora je rovny indexu riadkov matice permutacie,

e Hodnoty poloziek vektora su rovné indexu stipca matice permutacie kde sa

nachadza hodnota 1.

Napriklad:

(1)

Tuto maticu vieme zapisat ako vektor [1,0] — v prvom riadku je hodnota 1 na

pozicii 1, v druhom riadku je hodnota I na pozicii 0.

vwr

vrcholové grafy je:
[0, 1,2, 26,14, 23,8,15,11, 12,7, 4, 13, 22, 17, 25, 18, 6, 30, 19, 16, 21, 24, 9, 3, 10,
31, 32, 33, 29, 28, 20, 5, 27]

MATICOVY FORMAT PERMUTACIE

Permuta¢nd matica ma prave jednu hodnotu 1 v kazdom riadku, ostatné hodnoty
VvV permutacnej matici si rovné nule. Pre zlepsenie Citatel'nosti oznacujeme hodnotu 1
¢iernym pol'om a hodnotu 0 bielym.

Maticovy format permutacie S najniz§im ¢asom ofarbovania je:
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m

Obrazok A.1 — Maticovy format permutacie s najniz§im ¢asom ofarbovania

100




