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ABSTRAKT

DUDAS, Adam. Optimalizacia dekompozicie paralelnych a distribuovanych vypoctov vybranych
grafovych dloh vo vysokovykonnom pocitani [dizerta¢na praca]. Zilinska univerzita v Ziline. Fakulta
riadenia a informatiky. Katedra informatiky. Skolitel: doc. Ing. Jarmila Skrinarové, PhD. Zilina, 2020.

V tejto dizertacnej praci Sa zameriavame na prezentovanie analyzovanych poznatkov, algoritmov,
metodik a nastrojov relevantnych pri rieSeni problematiky optimalizacie dekompozicie paralelnych
a distribuovanych vypoétov vybranych grafovych tloh vo vysokovykonnom pocitani. Ako prostriedok
rieSenia uvedenej problematiky sme zvolili problém hranového trojofarbovania grafov, konkrétne sa
sustredime na regularne hranové trojofarbenie pri skupine kubickych grafov nazyvanych snarky. Praca
obsahuje analyzu teoretickych poznatkov tykajicich sa paralelnych a distribuovanych vypoétov,
dekompozicie vypoctov a vybranych poznatkov z oblasti teérie grafov. Analyzujeme aktualny stav
rieSenia z pohladu paralelnych a distribuovanych systémov a z pohl'adu algoritmov vyuZzivanych pri
ofarbovani grafov. Prezentujeme navrhnuté metodiky, nastroje a algoritmy, ktoré boli experimentalne
overené. Vsetky experimenty vyhodnocujeme pomocou vybranych kritérii.

KIacové slova: paralelné pocitanie, distribuované pocitanie, dekompozicia vypoctu, vysokovykonné
pocitanie, ofarbovanie grafov, snark
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UVOD

Teoria grafov v sebe zahfiia mnohé problémy, ktoré je mozné riesit' pomocou operacii na grafoch.
V nasej praci sa zaoberame hranovym ofarbovanim grafov, ktoré je relevantné v niekolkych
oblastiach — rozvrhovanie, pridel'ovanie radiovych frekvencii, optimalizacia kompilatorov alebo SAT
solvery.

Kedze hranové ofarbovanie grafov je NP-uplny problém, pouzivanie paralelnych
a distribuovanych metdd je na jeho vypocet ziadané. V naSom pripade pocitame s potrebou ofarbenia
vel’kého mnozstva grafov. Tato tlohu dekomponujeme na mensie podalohy, ktoré rieSime paralelne
alebo distribuovane.

Nasim cielom je vytvorit metédy a algoritmy na efektivne paralelné, distribuované alebo
kombinované ofarbenie velkych mnozin grafov priCom dbame na optimalizacné kritéria ako €as
ukonéenia poslednej ulohy a tak isto na dizku trvania vypoétu jednotlivych poduloh.

V prvej Casti prace uvadzame pojmy z oblasti paralelného a distribuovaného poéitania, ktoré st
relevantné v nasej praci.

Druha kapitola prace sa vztahuje na stru¢né predstavenie pojmov a konceptov z problematiky
teorie grafov, ktoré rieSime v tejto praci.

V tretej kapitole prezentujeme dosiahnuté vysledky. Prezentujeme vlastné algoritmy a metédy na
hranové ofarbovanie velkych mnozin grafov s vyuzitim paralelného a distribuovaného pocitania.

Na zaver prace uvadzame vyhodnotenie dosiahnutych vysledkov a ponukame pohl'ad na d’alsie
mozné oblasti, ktoré je potrebné v budacnosti skimat’.

CIELE PRACE

Hlavnym ciel'om prace je navrh, implementacia a overenie algoritmov, metodik a nastrojov, ktoré
prispeju k optimalizacii dekompozicie paralelnych aplikacii pri praci s vybranymi tazkymi ulohami
z oblasti teérie grafov — vnaSom pripade ide konkrétne o hranové trojofarbovanie grafov.
Konkrétnymi ciel'mi prace je potvrdenie alebo zamietnutie nasledujtcich hypotéz:

e H1 - Algoritmus hranového backtrackingu nie je citlivy na pociatoc¢ny vrchol ofarbovania
grafu. To znamend, Ze ak pri vypocte pouzijeme réznu postupnost hrdn, bude doba vypoctu
algoritmu pre zadany graf rovnaka.

e H2 - Neexistuje také poradie ofarbovania hran grafu, Ze po jeho aplikovani na mnozinu
grafov, bude cas ofarbenia celej mnozZiny grafov redukovany. Tdato hypotéza suvisi
s optimalizdciou casovej Ndrocnosti algoritmu hranového backtrackingu.

o H3 - Nie je mozné rozdelit mnozinu grafov na podmnoziny (zhluky) tak, Ze pre kazdu
podmnozinu grafov je mozné ndjst také poradie ofarbovania hran, ktoré znizuje cas potrebny
na ofarbenie kazdého grafu v danej podmnozine.

o H4 - Neexistuje také poradie ofarbovania hrdn grafu, Ze ¢as hranového ofarbovania je pre
kazdy graf z mnoziny rovnaky (resp. je v stanovenej tolerancii - intervale). Tato hypotéza
suvisi so spravnou dekompoziciou ulohy podla 1.3.

Okrem ciel'ov prace formalizovanych v hypotézach je potrebné preskumat’ moznosti paralelizacie
vypoctov tykajacich sa hranového trojofarbovania grafov. Tento ciel' je vysledkom osobnej
komunikacie s hlavnym riesitefom v ramci projektu VEGA 1/0487/17 - Algoritmy na grafoch a
algebraickych Strukturach atiez bol zahrnuty v slovenskom manifeste tykajacom sa smerovania
vyskumu v oblasti tedrie grafov z roku 2015.

1 PARALELNE A DISTRIBUOVANE POCITANIE

Paralelné a distribuované pocitanie je pritomné v niekol’kych odvetviach informatiky — algoritmy,
pocitatové architektry, siete, operacné systémy alebo softvérové inzinierstvo. Paralelné a
distribuované pocitanie stavia na zakladnych systémovych konceptoch a pridava k nim niekol’ko
konceptov ako subezné vykonavanie procesov, vzajomné vyltéenie, zasielanie sprav a modely so
zdiel'anou pamétou.



V praci sa venujeme vypoétu ofarbenia velkych mnozin grafov pomocou paralelnych,
distribuovanych alebo kombinovanych algoritmov. Zameriavame sa na dekompoziciu daného
problému a h'adame taky model, ktory ul’ah¢i a zrychli vypocet.

1.1 PARALELNE A DITRIBUOVANE POCITANIE

Paralelné vypoéty mézeme definovat’ ako vypocty, ktoré simultanne pouzivaja viaceré vypoctové
prostriedky. Pre svoju aktivitu vyuzivaju viaceré procesory (angl. Processing element, PE). Ich tlohy
st delené na diskrétne Casti, zvané podulohy, ktoré je mozné rieSit stbezne akazda z tychto
diskrétnych casti je nasledne rozdelena na postupnost’ instrukcii, ktoré je mozné vykonavat’ subezne na
roznych procesoroch [1].

Komponenty distribuovaného systému st pocitace, havzajom prepojené siet'ou, ktoré komunikujt
a koordinuju svoju pracu zasielanim sprav [2]. Sietou prepojené pocitace mozu byt fyzicky rozdelené
akoukol'vek vzdialenostou — mézu byt na réznych kontinentoch, v rovnakej budove ale aj v rovnakej
miestnosti. Definicia distribuovanych systémov v sebe zahtia niekol’ko vyznamnych konceptov [2],
najma subeznost’, neexistenciu globalnych hodin a nezavislé zlyhania.

1.3 DEKOMPOZICIA ULOHY

Dekompoziciu problému mozeme opisat’ ako rozkladanie vypoétov na mensie Casti. Pre takéto
rozdelenie ulohy je vhodné pouzivat’ niektoré z modelov dekompozicie. Optimalizaciou tychto
modelov myslime ich vyuZivanie a pripadné upravovanie tak, aby sme minimalizovali ¢as vypoctu.
Na zaklade dekompozicie problému vznikne mnoZzina nezavislych alebo vzajomne komunikujicich
procesov (tiloh), ktora mozno priradit’ vhodnej paralelnej architekture [1]. Pri pridelovani tloh na
jednotlivé procesory dbame na vyrovnavanie zat'aze s Cielom minimalizovat’ ndklady.

Zékladom pre dekompoziciu problémov je poznanie idealizovanych typoch paralelizmov —
jednoduchy, pradovy, expanzivny a masivny paralelizmus.

Pre rozdelenie ulohy na Casti je nutné pouZzivat' niektoré z modelov dekompozicie. Podl'a [1]
rozoznavame 4 druhy dekompozicie problému: Jednoducha, Funkcionalna, Hierarchicka a Udajové
dekompozicia.

Zjednocujicim podstatnym konceptom pri dekomponovani aloh na podulohy je dizka trvania
jednotlivych poduloh. V idealnom pripade by malo vykonanie v§etkych poduloh trvat’ rovnaky ¢as,
¢o vedie k stavu, ked’ podulohy nemusia v Systéme Cakat’ na dokoncenie dlhsej ¢asti vypoctu.

Autori Grama, Gupta et al. v [3] uvadzaja $tyri fundamentalne skupiny technik dekompozicie
ulohy na podtlohy: Rekurzivna, Datova, Dekompozicia badanim (z angl. exploratory decomposition)
a Dekompozicia domnienkou (z angl. Speculative decomposition).

Tieto modely sa navzajom nevylucuji — ¢asto st kombinované do hybridnych dekompozi¢nych
metod [3]. Ak je vypocet struktarovany v niekol’kych krokoch, je mozné rézne modely dekompozicie
uplatnit’ v réznych krokoch vypogétu.

2 HRANOVE TROJOFARBOVANIE SNARKOV

Tato praca je zamerana na hranové ofarbovanie velkych mnozin grafov (NP-uplny problém),
pricom ide o konkrétny typ grafov, pri ktorych je samotné hranové ofarbovanie problematické -
snarky. Graf G je dvojica mnozin V a E, pricom prvky mnoziny E su dvojprvkovymi podmnozinami
mnoziny V [4]:

G = (V, E) pricom E € [V]? (2.1)

Zakladnym pojmom, pomocou ktorého sme v nasej praci vymedzili skupinu grafov, s ktorymi
budeme d’alej pracovat’ je Stupeii vrcholu grafu. Ak je vrchol V stupna 3, oznacujeme ho ako deg(V)
= 3. Tento pojem oznacuje pocet hran, ktoré do vybraného vrcholu vchadzaja resp. z neho vychadzaju.
Najvyssi (maximalny) stupeti vrcholu v grafe G oznacujeme ako A4(G).

V tejto praci sa zaoberame vyhradne kubickymi grafmi. Graf je kubicky prave vtedy, ked’ st
vsetky jeho vrcholy stupiia tri. Velké mnozstvo problémov z oblasti teérie grafov je riesitelnych
prave vtedy, ked’ st rieSite'né na mnozine kubickych grafov [5].



2.1 REGULARNE HRNOVE OFARBOVANIE KUBICKYCH GRAFOV

Hranovym ofarbenim grafu myslime priradenie farieb jednotlivym hranam grafu. Takéto ofarbenie
povazujeme za regularne prave vtedy, ked’ sa v grafe nenachadza ziadny konflikt, tj. so ziadnym
z vrcholov grafu nesusedia dve alebo viac hran ofarbenych rovnakou farbou.

Najmensi pocet farieb pouzitelnych pri regularnom hranovom ofarbovani grafu G oznacuje
hranovy chromaticky index grafu x'(G) [4]. Pre kubicky graf G plati, ze 3 < %'(G) < 4.

Pozname malti mnozinu kubickych grafov, pre ktoré na regularne hranové ofarbenie potrebujeme
pouzit’ Styri farby. Grafy z tejto mnoziny kubickych grafov sa nazyvaju hranovo 3-neofarbitel’né
alebo snarky [6]. Najmensi znamy graf, patriaci do skupiny snarkov je Petersenov graf.

Tato skupina grafov sa pri samotnom hranovom ofarbovani sprava problematicky. Snarky maja
chromaticky index x'(G) = 4. Aby sme vSak zistili ¢i je graf G snarkom, musime ho hranovo ofarbit’
s vyuzitim troch farieb. Z toho vyplyva, Ze algoritmus, pomocou ktorého chceme graf G ofarbit’, musi
prejst vSetkymi moznostami hranového trojofarbenia grafu G, aby vylacil moznost’ existencie
regularneho hranového trojofarbenia tohto grafu. Az po prejdeni vSetkych moznych hranovych
ofarbeni troma farbami vieme o grafe povedat’ ¢i je alebo nie je snarkom.

2.2 ALGORITMUS HRANOVEHO BACKTRACKINGU

V praci vyuzivame algoritmus hranového backtrackingu, ktory pracuje na principe postupného
ofarbovania hran grafu vopred uréenou postupnost’ou troch farieb. Algoritmus sa pri najdeni rozporu
Vv ofarbovani grafu vrati na predoSla hranu, ktora prefarbi a pokracuje v d’alSom ofarbovani grafu.
Ak ani jedno z moznych ofarbeni problematickej hrany nie je regularne, algoritmus sa vracia k hrane
predchadzajicej obe prefarbované hrany. Algoritmus pokracuje v tomto postupe pokial’ nie je cely
graf regularne ofarbeny alebo pokial’ algoritmus neprejde vSetkymi moznostami ofarbenia grafu.
Casova zlozitost’ hranového backtrackingu je O(2™%), pricom n je podet vrcholov zadaného grafu.

3 MODELY PARALELNYCH VYPOCTOV NA OFARBOVANIE GRAFOV

Pri skiimani vlastnosti grafov je algoritmus regularneho hranového ofarbovania grafov len
¢iastonou operaciou. Preto je potrebné graf ofarbit’ v ¢o najniZzSom case.

V algoritmoch, prezentovanych vtejto kapitole, pracujeme s konceptom ofarbovania
permutovanych kubickych grafov. V aplikaciach vyuzivame programovy model vlakien, pricom
rieSime tvorbu permutacii grafu pomocou konjugacie. Na samotné ofarbovanie jednotlivych grafov
pouzivame algoritmus hranového backtrackingu prezentovany v kapitole 2.2.

V praci sme navrhli 4 hypotézy. Za¢neme hypotézou H1, ktora je vychodiskova:

Hypotéza H1. Algoritmus hranového backtrackingu nie je citlivy na pociatocny vrchol
ofarbovania grafu. To znamend, Ze ak pri vypocte pouzijeme réznu postupnOst hrdan bude doba
vypoctu algoritmu pre zadany graf rovnaka.

Nech je graf G reprezentovany maticou susednosti. Ak sa potvrdi, ze vypocty, ktoré pouzivaju
rozne poradie ofarbovania hran trvaju rovnako dlho, hypotéza bude potvrdena, v opacnom pripade
bude vyvratena. Aby sme mohli skamat’ tato hypotézu, potrebujeme si pre graf G vytvorit’ mnoZzstvo
permutacii matice susednosti tohto grafu. Takto vytvorime mnozstvo modifikacii jedného grafu, ktoré
budil mat’ réznu postupnost’ hran.

Vyuzijeme preto izomorfizmus grafov. Nech graf G a zadany graf G st izomorfnymi grafmi.
Ddlezitou vlastnostou izomorfnych grafov je, ze T'ubovolna dvojica takychto grafov ma rozdielne
matice susednosti ale zhodné diagramy. V nasom pripade t0 znamend, ze ide o zhodné grafy
s rozdielnou postupnost'ou vrcholov a hran. Ak je graf G reprezentovany pomocou matice susednosti
A, rdznu postupnost’ hran grafu G (izomorfny graf G) vieme vytvorit' pomocou permutacie matice
susednosti grafu G. Permutaciu matice susednosti A grafu G vypocitame pomocou konjugacie (3.1).

A=pPlxpA*p (3.1)

kde 4’ je permutovana matica susednosti grafu G, A je pévodna matica susednosti grafu G,
P oznacuje permutaénu maticu grafu (matica naplnena nulami s prave jednou jednotkou v kazdom
riadku a kazdom stipci), P oznaduje transponovani permutaénit maticu P.
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Takto ziskana permutovana matica susednosti A’ reprezentuje zmenené poradie hran pévodného
grafu G. Podrla tohto poradia ofarbujeme hrany grafov v nasich experimentoch.

3.1 PARALELNE OFARBOVANIE PERMUTACII GRAFU

Vtejto kapitole uviadzame metodiku aexperimenty na potvrdenie alebo zamietnutie
vychodiskovej hypotézy H1. Metodika a jej experimentalne overenie boli prezentované v ramci [111].

3.1.1 METODIKA ZAMERANA NA PARALELNE OFARBOVANIE PERMUTACII GRAFU

Navrhujeme metodiku skimania paralelného ofarbovania permutacii grafu:

e V prvom kroku potrebujeme najst vhodny format zapisu grafu (resp. matice susednosti
grafu). Ciel'om je najst’ taky format zapisu grafu, ktory zabera najmensie miesto v pamiti.

o Vstupny format grafu (graf moéze byt ulozeny napr. vo formate graph6) transformujeme do
tvaru, ktory je potrebny pre funkcie programu (na matice susednosti, v resp. dvojrozmerné
polia naplnené celoc¢iselnymi hodnotami).

e Vitretom kroku potrebujeme pre nas program zvolit vhodny model paralelného
programovania.

o 'V kazdej paralelnej ¢asti programu (napr. vlakne) sa pre vstupny graf G vypocita nahodna
permutacia matice tohto grafu. Nasledne tito permutaciu ofarbime pomocou algoritmu
hranového backtrackingu. Pre kazdi ofarbovanu permutaciu matice susednosti grafu G
odmeriame ¢as ofarbovania. Vysledky zapiSeme do suboru zdiel'aného medzi vlaknami.

Posledny krok metodiky tvori test konzistentnosti ofarbovania ajednoducha S$tatistika z behu
programu.

Aby sme pre nase potreby dostali dostatoéne Sirokii vzorku nameranych vysledkov, budeme
pocitat’ s ofarbenim 100 az 1000 permutacii vstupného grafu. lde o ¢asovo naro¢nu tlohu vhodnu pre
paralelné spracovanie. Vsetky vytvorené permutacie matice susednosti grafu G mézu byt ofarbované
sucasne, pricom sa Casy ofarbovania v§etkych permutacii zapiSu do zdiel'aného stuboru.

Hypotézu H1 overujeme pomocou vytvorenia aplikacie na paralelné ofarbovanie permutacii grafu.
Vstupom pre aplikaciu je jeden kubicky graf zadany vo formate graph6 — usporny spdsob zapisu
grafu zalozeny na rozlozeni matice susednosti grafu na niekol’ko jednocifernych a dvojcifernych ¢isel.

Vystupom pre kazdu permutaciu zadaného grafu je:

e (as ofarbovania konkrétnej permutacie grafu merany v milisekundach,

o hodnota TRUE ak je permutacia grafu regularne ofarbitel'na troma farbami, FALSE v inom
pripade,

o koéd permutacie grafu odvodeny z permuta¢nej matice susednosti grafu — kod udava na
ktorom mieste v riadku permuta¢nej matice sa nachddza hodnota 1. Permuta¢nd matica je
naplnena nulami a obsahuje prave jednu 1 v kazdom riadku a stipci.

Samotny beh aplikacie sa sklada z troch hlavnych krokov:

e Aplikacia pracuje s maticami susednosti grafov, preto bolo ako prvé potrebné preloZit’ vstup
z formatu graph6 na pozadovany format. O toto prekladanie sa v aplikacii stard nami
vytvorena funkcia, ktorej vstupom je pocet vrcholov grafu aretazec vo formate graph6.
Vystupom z tejto funkcie je matica susednosti grafu.

e Matica susednosti pévodného grafu je d’alej rozposlana na paralelné spracovanie pre ureny
pocet vlakien aplikacie. Vyuzivame model POSIX threads pricom ako parameter kazdému
vlaknu zadavame maticu susednosti vstupného grafu. V kazdom z vlakien sa vykonava
niekol’ko réznych funkeii:

1. Vytvorenie permutiacie matice — tuto funkciu sme zabezpecili implementaciou
konjugacie podl'a vztahu 3.1, pricom permuta¢nu maticu P generujeme nahodne.

2. Ofarbenie permutacie matice — na ofarbenie grafu bol pouzity algoritmus
hranového backtrackingu. Vystupom z tohto algoritmu je hodnota TRUE, ak je graf
regularne ofarbitel'ny troma farbami alebo hodnota FALSE v inom pripade.

3. Zapis vysledku do zdiel’aného suboru — kazdé vlakno do zdiel'aného suboru zapisuje
Cas, za ktory prebehlo ofarbenie permutécie grafu, hodnotu ofarbovania TRUE alebo
FALSE a kod permutécie matice susednosti grafu.
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e Testy konzistentnosti ofarbovania — po dokonceni prace vsetkych vlakien sa nasledne
vykona test konzistentnosti ofarbovania - test, ktorého vysledkom je hodnota
KONZISTENTNE OFARBOVANIE ak je vysledok ofarbovania vietkych permutacii
zadaného grafu homogénny — ak st vSetky permutacie grafu ofarbitelné alebo vsetky
permutacie grafu neofarbitelné, vinom pripade nadobiida hodnotu NEKONZISTENTNE
OFARBOVANIE.

3.1.2 EXPERIMENTY ZAMERANE NA PARALELNE OFARBOVANIE PERMUTACII GRAFU

Hypotézu sme overovali na grafe Midzi 72. Tento graf je snark, tak isto ako Petersenov graf.
Sklada sa zo 72 vrcholov, pricom bol povazovany za graf s nadpriemerne dlhym ¢asom ofarbovania,
¢o z neho urobilo vhodny ciel’ pre nase testovanie [7].

V prvej instancii sme spustili program na ofarbenie 100 permutacii grafu Midzi 72. V ramci
Centra pre vysokovykonné pocitanie v Banskej Bystrici nam na tento vypocet postacovala lokalna,
pouzivatel'ska architektara. V druhej instancii sme spustili program s 500 permutaciami rovnakého
problému a Vv tretej inStancii s 1000 permutaciami. Pre problémy s vy$§im poétom permutacii matice
susednosti vstupného grafu sme potrebovali pouZzit' rozsirent architektaru. Konkrétne sa jednalo
0 pouzitie 15 vypoctovych uzlov zo systému.

Pri kazdom behu programu sme merali najniz$i ¢as ofarbovania grafu, najvyssi ¢as ofarbovania
vstupného grafu a hodnotu medianu pre ofarbovanie mnoziny permutovanych grafov.

Najkratsie Casy ofarbovania grafov sa ukazali byt takmer zhodné — vo vSetkych velkostiach tilohy
boli permutované grafy, ktorych ¢as ofarbovania bol najkratsi < 1 milisekunda.Vyznamné rozdiely
v ¢asoch ofarbovania sa ukazali az pri porovnavani maxim (resp. medianov) z ¢asov vypoctov
algoritmu.

Pri merani sa ukézalo, Ze doba vypoétu algoritmu hranového backtrackingu je pre rbézne
permutacie vyrazne odliSnd, ¢im sme vyvratili pracovni hypotézu Hl. Namerané hodnoty sa
pohybovali v intervale [0,3; 98] ms. Merania pre 100, 500 a 1000 permutacii sme zopakovali
patnasobne pre kazdl z velkosti problému.

3.2 PARALELNE OFARBOVANIE PERMUTACII MNOZINY GRAFOV

Pri analyze vysledkov z merani prezentovanych v kapitole 3.1.2 sme zistili, ze exituju také
permutacie grafu Midzi 72, ktorych hranové ofarbovanie trva menej ako milisekundu. Ak pre kazdy
graf existuje také poradie ofarbovania hran (resp. mnozina poradi) bolo by mozné minimalizovat’ ¢as
ofarbovania celych mnozin grafov prave zvolenim takejto permutacie. Tato twvaha viedla
k vytvoreniu pracovnej hypotézy H2.

Pracovna hypotéza H2. Neexistuje také poradie ofarbovania hrdn grafu (permutacia), Ze po jeho
aplikovani na mnoZinu grafov, bude c¢as ofarbenia celej mnoziny grafov redukovany.

Hypotéza H2 so sebou nesie predpoklad, Ze mnozina grafov, ktoré je potrebné hranovo ofarbit’
bude zhodnej velkosti — vSetky grafy mnoziny maji rovnaky pocet vrcholov a hran.

Pre overenie pracovnej hypotézy H2 sme navrhli program, ktory vyuziva kombinaciu
distribuovaného a paralelného pocitania. Vstupom pre program je mnozina n grafov vo formate
graph6 — ¢o umoznuje pouzite jedného vstupného siiboru, obsahujuceho mnozinu grafov. Z kazdého
zo vstupnych grafov paralelne ofarbujeme p permutacii. V jednom behu programu vypocitame
ofarbitel'nost’ pre n*p permutovanych grafov.

Program v toku distribuuje tlohy na jednotlivé stroje dostupného vypoctového systému, pricom
kazda z tychto uloh vyuziva paralelné vlakna na vypocet ofarbenia permutovanych grafov. Na obrazku
4.7 je nacrt schémy rozdel'ovania tloh v programe.

Na paralelné ofarbovanie grafov v réznom poradi hran vyuzivame algoritmus prezentovany
v podkapitole 3.1 — v schéme na obrazku 3.1 je samotny algoritmus oznaceny ako Algoritmus 1.



Vstupna mnoZzina n grafov

L 4

Spustaci skript starajlci sa o distriblciu

Algoritmus 1 Algoritmus 1 Algortimus 1
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Vystupny Vystupny Vystupny
subor 1 subor 2 suibor n

Obrazok 3.1 — Schéma rozdelenia aloh v distribuovanom programe pre ofarbovanie permutacii mnozZiny
grafov

Vystupom z behu programu je n suborov - pre kazdy vstupny graf jeden stibor obsahujuci:

e (as ofarbovania permutacie grafu v milisekundach,

e hodnota TRUE ak je permutacia grafu regularne ofarbite'na troma farbami, FALSE v inom

pripade,

o kod permutacie grafu odvodeny z permuta¢nej matice susednosti grafu a

o pocet rekurzivnych navratov algoritmu hranového backtrackingu.

Ked'Zze algoritmus hranového backtrackingu pri spatnom prefarbovani hran vyuziva rekurzivne
funkcie, do vystupu z nasej aplikacie sme pridali meranie poctu rekurzivnych navrtov ofarbovacieho
algoritmu. Cielom tohto merania je zistit', ¢i existuje spojitost medzi ¢asom hranového ofarbovania
grafu a po¢tom rekurzivnych navratov ofarbovacieho algoritmu.

3.2.1 METODIKY ZAMERANE NA PARALELNE OFARBOVANIE PERMUTACII MNOZINY
GRAFOV

Na algoritme, ktory je predmetom tejto podkapitoly, sme navrhli metodiku a vykonali
experimenty [VI, VII]. Ciel'om tychto metodik je hl'adanie $pecifickej permutacie (resp. permutacie)
grafu, ktora méze byt pouzitd na optimalizaciu ¢asu ofarbovania vybranej mnoziny grafov. To
znamena, ze hl'adame poradie ofarbovania hran grafu, ktoré po aplikovani na celt mnozinu grafov
zredukuje ¢as ofarbovania tejto mnoziny.

Navrhli sme tri experimenty v ktorych sme skimali celkovy ¢as vypocétu tlohy, minimalny
a maximalny pocet rekurzivnych volani a minimalny a maximalny ¢as ofarbovania jednotlivych
permutacii grafu. Ako vstup pre vsetky experimenty sme pouzili mnozinu 34-vrcholovych snarkov s
cyklickou suvislostou viac ako 5 zonline databazy House of Graphs [7]. Tato mnozina grafov
obsahuje 19 935 prvkov, pri¢om v jednotlivych experimentoch pouzivame postupne narastajice Casti
tohto datasetu.

Experimenty st zamerané na potvrdenie alebo zamietnutie pracovnej hypotézy 2. Navrhnuté
experimenty, ktoré pracuju s permutovanymi grafmi s cielom optimalizacie ¢asu ofarbovania vybranej
mnoziny grafov su:

e AKko vstup pre experiment 1 pouzivame dateset 9 967 500 grafov (19 935 povodnych snarkov,
pri¢om bol kazdy permutovany 500 krat), ktoré boli vystupom z predoslého vyskumu. Ked’ze
mnozina vystupoV bola komplexnej$ia, ako sme v tomto experimente potrebovali, vybrali sme
len udaj o case ofarbenia pre vsetkych 9 967 500 grafov. Z vybranych ¢asov ofarbovania sme
pripravili mnozinu dat s najnizsim a mnozinu dat s najvys$§im ¢asom ofarbovania pre kazdy
z povodnych 19 935 grafov. Datasety sme vizualizovali a analyzovali. Vystupom experimentu
1 je nasledovné rozhodnutie: Generovanie 500 nahodnych permutacii pri ofarbovani mnoziny
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grafov vymenime za pevne zvolenych 500 permutacii s najniz§im ¢asom ofarbovania
z predo§lého merania.

o Vexperimente 2 aplikujeme rozhodnutie experimentu 1 a zvoleni mnozinu permutacii
S najniz§im ¢asom hranového ofarbovania aplikujeme na vsetkych 19 935 grafov zo zvolenej
Mnoziny.

e Analogicky kexperimentu 2, vexperimente 3 nahradime generovanie 500 nahodnych
permutacii ofarbovanim grafov, ktoré permutujeme s pouZzitim permutacie S najlep$im ¢asom
ofarbovania. Tuto permutaciu aplikujeme na vybrani mnozinu snarkov a meriame cas
ofarbovania tejto mnoziny, ako aj jednotlivych grafov v nej.

EXPERIMENT 1

V experimente 1 uvadzame najvyssi ¢as ofarbovania zo vsetkych 500 permutacii kazdého zo
vstupnych 19 935 grafov.

Z obrazku vidime, ze vicSina vypoctov ofarbovania trvala v rozmedzi 20 az 200 milisekund.
Cervenou farbou sme zvyraznili grafy, ktorych ¢as hranového ofarbovania bol extrémne dlhy.

1400 -
120
1000

800 -

5)

Time [m:

b - &

400 1=

1D nurnber of graph

Obrazok 3.2 — Permutacie s maximalnym ¢asom ofarbovania pre povodna mnozinu 19 935 grafov

Tak isto ako sme vytvorili mnozinu dat s hodnotami pre najvyssie ¢asy ofarbovania sme vytvorili
dataset pre 19 935 najkratsich ¢asov ofarbovania — pre kazdy vstupny graf sme vybrali poradie hran
(permutaciu), ktoré bolo ofarbené v najkratSom case. Vsetky prvky tejto datovej mnoziny su
permutacie s casom ofarbovania krat§im ako 1 milisekunda.

EXPERIMENT 2

V experimente 2 sme vymenili generovanie nahodnych 500 permutacii za cielené permutovanie
grafov permutaciami, ktorych c¢as ofarbovania bol v predchadzajucom experimente najniZsi.
Z predoslych merani v experimente 1 sme vybrali mnozinu 500 permutécii, ktoré aplikujeme na
pévodnu mnozinu 19 935 grafov. Celti mnozinu grafov sme potom hranovo ofarbili.

Maxima casov ofarbovania pre kazdy graf z mnoziny st vizualizované na obrazku 3.3.
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Obrazok 3.3 — Maximalny ¢as ofarbovania pre vybranych 500 permutacii pévodnych 19 935 snarkov

Obrazok 3.3 poukazuje na dva znizenia v maximalnych ¢asoch ofarbovania:
e Hlavna skupina grafov je hranovo ofarbend v ¢ase medzi 20 a 100 milisekundami.
V predoslom experimente bol tento ¢asovy interval medzi 20 a 200 milisekundami.

e Rozmedzie extrémne vysokych ¢asov ofarbovania bolo znizené z 1260 milisekiind na 960
milisektnd.

EXPERIMENT 3

vvvvvvvv

Cas. Tuto permutaciu sme aplikovali na povodni mnozinu 19 935 grafov a ofarbili sme ich.

Obrazok 3.4, ktory obsahuje vysledky z tohto experimentu, poukazuje na pokles ¢asu hranového
ofarbovania na:

¢ hodnoty pod 0,2 milisekundy pre hlavnt skupinu grafov,

e ahodnoty v okoli 10 milisekind v extrémnych pripadoch.

W o . ¥ s e W ¥ - % & .o . . . e s e
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Obrazok 3.4 — Maximalny ¢as ofarbovania pre vybrani najlepsiu permutaciu povoednych 19 935 snarkov
OPTIMALIZACIA CASU HRANOVEHO OFARBOVANIA MNOZINY SNARKOV

V experimentoch 1 a 2 mézeme vidiet' rdzne zniZenia ¢asov hranového ofarbovania. Algoritmus
hranového backtrackingu je na vybranej mnozine snarkov citlivy na pociato¢na hranu ofarbovania
(pracovna hypotéza H1).
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V experimente 3 sme nasli poradie hran aplikovatel'né na grafy z vybranej mnoZiny, pomocou
ktorého sme znizili najvyssie ¢asy hranového ofarbovania grafov z povodného intervalu 20 az 1260
milisekand na 0,2 az 10 milisekind (tabulka 3.1). Tento vysledok poukazuje na zamietnutie
pracovanej hypotézy H2. Moznost’ d’al$ej ¢asovej redukcie hranového ofarbovania grafov je skimana
v podkapitole 3.3, kde tiez skimame iné vlastnosti ¢asovej minimalizacie, savisiace s dekompoziciou
problému.

Tabul’ka 3.1 — Porovnanie najvy$8ich ¢asov ofarbovania v experimentoch 6 - 8

Experiment 1 Experiment 2 Experiment 3
Najvyssie casy ofarbovania pre 20— 200 20 -100 0,2-10
hlavnu skupinu grafov [ms]
Maximalny ¢as ofarbovania [ms] 1260 960 10

3.3 PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV S VYUZITIM NAJLEPSICH PERMUTACII

Pracovna hypotéza H2 bola v predchadzajtce;j Casti prace zamietnuta, ¢o znamena, Ze vieme najst’
tak(l permutaciu grafu, ktorej aplikovanim na celi mnozinu grafov znizime ¢as ofarbovania celej
mnoziny grafov. Ako bolo ukazané v experimente 8 pévodna mnozina grafov bola po aplikovani
zvolenej permutécie rozdelena na dve skupiny grafov, ktoré mozeme Specifikovat’ ako:

e grafy ofarbitel'né pod 1 milisekundu,

o grafy ofarbitel'né za priblizne 10 milisektind.

Toto pozorovanie viedlo k vytvoreniu pracovnej hypotézy H3.

Pracovna hypotéza H3. Nie je mozné rozdelit mnozZinu grafov na podmnoziny (zhluky) tak, Ze pre
kazdu podmnoZinu grafov je mozné ndjst také poradie ofarbovania hrdn, ktoré znizuje cas potrebny na
ofarbenie kazdého grafu v danej podmnozine.

Pricom sa snazime hladat’ také ofarbenia grafov, ktoré minimalizuju ¢as samotného hranového
ofarbovania. Pre nase potreby sme zvolili hranicu 1 milisekundy - pozadujeme, aby algoritmus ofarbil
kazdy graf zo zvolenej mnoziny v ¢ase pod jednu milisekundu.

Tato podmienka je dolezita nie len z hl'adiska redukcie ¢asovej naro¢nosti hranového ofarbovania
mnoziny grafov, ale aj z pohl'adu dekompozicie. Ako bolo uvedené v podkapitole 1.3, zasadnym
konceptom pri dekompozicii tlohy na podualohy je podobnost’ (v idealnom pripade rovnost’) ¢asu
vypoétu vsetkych podiloh. V pracovnej hypotéze H4 sa venujeme prave tejto podstatnej poziadavke
na efektivnu dekompoziciu ulohy.

Pracovna hypotéza H4. Neexistuje také poradie ofarbovania hrdn grafu, Ze cas hranového
ofarbovania je pre kazdy graf z mnoziny rovnaky (resp. je v stanovenej tolerancii - intervale).

3.3.1 METODIKA PRE PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV S VYUZITIM NAJLEPSICH
PERMUTACII

Pre potreby potvrdenia alebo zamietnutia pracovnej hypotézy H3 sme aplikovali niekol'ko
poznatkov. KedZze hypotéza hovori o rozdelovani grafov do skupin, ako prvii sme na vybranu
mnozinu grafov pouzili konvenéni zhlukovaciu metédu Kk-priemerov (z anglického k-means).
Tento algoritmus zhlukuje n prvkov do k zhlukov — v nasom pripade ide o 19 935 prvkov (grafov) do
14 zhlukov, pricom pocet zhlukov bol vybrany na zaklade takzvanej metédy siluet (z angl. Average
silhouette method).

Pri analyze vysledkov tohto zhlukovania sme pozorovali, ze grafy, ktorych hranové ofarbovanie
trvalo viac ako 1 milisekundu boli umiestnené na okrajoch zhlukov. Tento fakt interpretujeme ako
nespecifickost’ tychto grafov — mézeme povedat’, ze grafy, ktorych hranové ofarbovanie trvalo viac
ako 1 milisekundu nie su $pecifické pre ziadny z vypocitanych zhlukov. Preto sme navrhli metodiku,
ktorej vstupnymi datami st dve mnoziny [IX]:

e MnoZina permutacii P. Z uz vypocitanych permutacii grafov vyberieme 500 takych, ktorych

aplikéacia na grafy viedla k najkrat§im ¢asom ofarbovania.

e Vstupna mnoZina grafov N zakédovana vo formate graph6.
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Samotna metodika pracuje nasledovne:

evwr v

Z mnoziny P vyberieme permutaciu s najnizsim ¢asom ofarbovania, oznac¢ime ju ako Pgest
a aplikujeme ju na vstupni mnozinu grafov N. Permutovanii mnozinu grafov nasledne
paralelne hranovo ofarbime rovnako ako v podkapitolach 3.1 a 3.2.
Pre kazdy graf po ofarbeni overime zvoleni podmienku. Podmienku sme postavili na
zakladne merani z experimentu 8: Bol graf G, ofarbeny v ¢ase pod 1 milisekundu.

o TRUE: Graf G,priradime do zhluku Ci a odstranime ho z mnoziny N.

o FALSE: Algoritmus pokracuje d’alsim krokom bez akcie.
Permutaciu Pgest priradime ku zhluku Ck a odstranime ju z mnoziny P.
V pripade, Ze v mnozine N eSte ostavaju grafy, vytvorime novy zhluk a postupujeme
v algoritme od kroku 1. Ak je mnozina N prazdna, znamena to, ze vsetky grafy boli ofarbené
v ¢ase niz§om ako jedna milisekunda a algoritmus kon¢i.

( ZACIATOK )
\‘\

Pgesr = Prvé permuticia z P

’ PARALELNE: ofarbi mnozinu N(G,. G,. .. G,) ‘

S wyuBitim Pgeq:

€AS OFARBOVANIA pre G, H>—

Pridaj G, do zhluku C,.

Odstran G, zN

Prirad Pgegr k Cy

Odstran Pgegr 2 P

( KONIEC )

Obrazok 3.5 — Schéma algoritmu ofarbovania s vyuzitim najlepsich permutacii

Vystupom algoritmu je mnozina k suborov — kazdy subor obsahuje zhluk ofarbenych grafov

s pridelenou permutaciou. Algoritmus je znazorneny schémou na obrazku 3.5.

Vyuzitim vytvorenej metodiky predpokladame potvrdenie alebo zamietnutie pracovnych hypotéz

H3 a H4, definovanych v tejto podkapitole. Navrhnuty algoritmus nedokon¢i svoj beh tspesSne
Vv pripade, ze nie je mozné vsetky grafy zo vstupnej mnoziny hranovo ofarbit’ v ¢ase nizSom ako jedna
milisekunda. Pod uspesnym dokoncenim behu programu v tomto pripade rozumieme vytvorenie
k zhlukov, do ktorych st rozdelené vsetky grafy zo vstupnej mnoziny.
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3.3.2 EXPERIMENTY ZAMERANE NA PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV A NAJLEPSIE
PERMUTACIE

Metodiku prezentovanu v podkapitole 3.3.1 sme experimentalne overili na rovnakej mnoZine
19 935 snarkov ako pri predoslom algoritme. Z experimentu 8 predoslej metodiky sme vedeli, Ze tato
mnozina grafov obsahuje vel’ku ¢ast’, ktora bude ofarbena v ¢ase pod jednu milisekundu.
V/stupni mnozina permutacii P sme vytvorili rovnako ako v experimente 7 predoslého algoritmu.
Obe vstupné mnoziny N a P sme zadali algoritmu na spracovanie. Z predoslého experimentu bolo
zrejmé, ze pri uspesnom behu programu bude vysledkom 2 az 40 zhlukov. Prvy zhluk bude obsahovat’
vsetky grafy, ktoré boli ofarbené v ¢ase pod 1 milisekundu v experimente 8 — to znamena 19 896 zo
vstupnych 19 935 grafov. Zvysnych 39 grafov moze byt’ rozdelenych do 1 az 39 zhlukov podla ¢asu
ich hranového ofarbenia.
Algoritmus v experimente nasiel nasledovné zhluky grafov s priradenymi permutaciami:
e Zhluk 1, Pgest =P
o 19 896 grafov bolo hranovo ofarbenych v ¢ase nizSom ako 1 milisekunda,
o N obsahuje 39 grafov neofarbenych v ¢ase nizsom ako 1 milisekunda.
o Zhluk 2, Pgest = P>
o 39 grafov bolo hranovo ofarbenych v ¢ase niz§om ako 1 milisekunda,
o N ={} aalgoritmus skonc¢il.
Na najdenie zhlukov sich priradenymi permutaciami (postupnostami ofarbovania hran) boli
potrebné len 2 cykly algoritmu. Vysledky z merani spojenych s experimentom a pouzity vypoétovy
systém st uvedené v tabulke 3.2.

TabulPka 3.2 — Vysledky merani z experimentu zameraného na najlepsie permutacie

Vypoctovy systém 5 uzlov, 12 procesorov na uzle, 4 GB RAM
Velkost' problému 19 935 snarkov
Sekvenény ¢as ofarbovania [hodiny] 3:22
Paralelny ¢as ofarbovania [hodiny] Prva skupina grafov: 0:31
Druha skupina grafov: 0:02
Zrychlenie vypoctu 6,122

Z experimentu vyplyva, Ze je mozné najst’ mnozinu permutacii grafov, ktoré redukuju ¢as vypoctu
celej mnoziny vstupnych grafov na pozadovanu uroven. Zaroven je mozné najst také poradie
ofarbovania hran grafu, Ze ¢as ofarbovania vsetkych grafov z vybranej mnoziny je priblizne podobny —
konkrétne pod jednu milisekundu. Tieto zistenia zamietaju hypotézy H3 a H4.

3.4 ’PARALI,ELNE OFARBOVANIE GRAFOV SVYUZITIM NAJLEPSICH PERMUTACII
A DAVKOVEHO SPRACOVANIA DAT

Pre potreby spracovania mnozin grafov, ktoré obsahuju miliony grafov, sme vytvorili metodiku,
ktora spaja princip vyuzitia vhodnej permutacie grafu a davkového spracovania dat [IX].

3.4.1 METODIKA ZAMERANE NA PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV, NAJLEPSIE
PERMUTACIE A DAVKOVE SPRACOVANIE DAT

Metodika ma na vstupe vybran mnozinu grafov. Tato mnozina je predspracovacim skriptom
rozdelena na maximalny mozny pocet ¢asti obsahujucich 500 000 grafov a jednu cast’ s ostatkom
grafov. Kazda takato cast’ je skriptom distribuovana na paralelné spracovanie v niekol’kych krokoch:

e Naditanie dat z prisluSnej ¢asti do matice M. Grafy su ulozené vo formate graph6 co
umoziiuje vytvorit’ maticu, ktord bude reprezentovat’ celd mnozinu vstupnych dat. Pocet
riadkov tejto matice je rovny poétu grafov v danej &asti, poGet stipcov matice je dany
velkost'ou grafu vo formate graph®.

o Paralelné ofarbovanie grafov. Algoritmus spracovava grafy ulozené v matici M v davkach.
Pocet davok je priamo zavisli od pocétu paralelnych vlakien, ktoré sme schopni stcasne
spustit’;
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pocet davok = pocet grafov v matici M / pocet paralelnych vidkien (3.2

Algoritmus vytvori dany pocet paralelnych vlakien, z ktorych kazdé dostane na vstupe jeden
graf vo formate graph6 a nasledne:

o graf prelozi z formatu graph6 na maticu susednosti,

o graf permutuje s vyuzitim permutécie s najniz§im ¢asom ofarbovania najdenej v 3.2,

o ofarbi graf.
Po ofarbeni vsetkych grafov v davke sa vlakna spoja, algoritmus zoberie d’alsie grafy z matice
M a opakuje tento krok.

e Po ofarbeni vSetkych grafov zo vstupnej ¢asti dat algoritmus zapiSe ID grafu a ¢as potrebny na
hranové ofarbenie grafu do suboru, ktory je spolo¢ny pre vsetky grafy v samotnej casti
programul.

Vystupom z algoritmu je niekol’ko suborov (pocet stiborov zavisi od poctu Casti, na ktoré je

povodna mnozina dat rozdelend). Schéma algoritmu je uvedena na obrazku 3.6.

VSTUPNA MNOZINA GRAFOV

SKRIPT DELIACI VSTUPNE DATA NA N CASTI

CAsT 1 CASTN

° ° L]
Nagitanie dat z CASTI 1 do matice M
[ ] L] [ ]
[ ] L] [ ]
Nastavenie i=0, j=99
Zober graf (riadky z M) i az (i+j)
Vytvor 100 viakien
Paralelne ofarbi 100 grafov i=j+1
Spoj 100 viakien

Vysledky zapi$ do stboru
pre CAST 1

Obrazok 3.6 — Schéma paralelného programu zameraného na najlepSie permutacie a davkové spracovanie
dat
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3.4.2 EXPERIMENTY ZAMERANE NA PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV, NAJLEPSIE
PERMUTACIE A DAVKOVE SPRACOVANIE DAT

Navrhnuty algoritmus sme experimentalne otestovali na mnozine grafovych dat, ktorych ¢asova
naro¢nost’ bola pri vyuziti predchadzajicich algoritmov prili§ vysoka na to aby boli algoritmy
pouzitené. Tato mnozina dat obsahuje 3 833 587 kubickych grafov s 34 vrcholmi. Mnozina bola
rozdelena na sedem casti po 500 000 grafov ajednu cast’ s 333 587 grafmi. Samotné cCasti boli
ofarbované v davkach po 100 grafov. Vysledky merania a porovnanie ¢asovej a pamét'ovej naro¢nosti
s algoritmom 2 prezentovanym Vv kapitole 3.2 su uvedené v tabulke 3.3.

Tabulka 3.3 — Porovnanie ¢asovej a pamitovej naroénosti ofarbenia mnoziny 3 833 587 snarkov

ALG2 ALG4 ALG4
Vypocltovy systém 5/12ppn 5/12ppn 5/32ppn*
Cas ofarbovania [hh:mm:ss] 34:47:53 01:06:58 00:42:14
Potrebna pamit’ RAM [kb] 3450900 994 598 552 | 993 818 164
Zrychlenie vypoétu - 31,178x 49,437x
Zvysenie pamétovej naro¢nosti - 288,116x 287,988x

*virtualizované

Z tabul’ky 3.3 je zrejmé, ze pri vypoctoch obsahujacich miliény grafov dochadza Kk vyraznému
zrychleniu vypoétu, ale zaroven sa dramaticky zvySuje aj paméat'ova naro¢nost’ algoritmu. Pri vyuZiti
rovnakého vypoctového systému sme dosiahli oproti algoritmu prezentovanému v podkapitole 3.2
priblizne 31,2 nasobné zrychlenie vypoctu pricom sa pamitova naro¢nost’ zvysila priblizne 288,1
nasobne.

3.5 PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV VYUZIVAJUCE ZHLUKOVANIE GRAFOV
A DAVKOVE SPRACOVANIE DAT

Na zaklade algoritmov prezentovanych v kapitolach 4.3 a 4.4 sme navrhli kombinaciu tychto
algoritmov [IX], ktord zabezpeCuje zniZenie Casu vypoétu ofarbovania mnoziny grafov a splni
podmienku, ktora vyplyva z hypotézy 4 (rovnakost’ resp. podobnost’ ¢asu ofarbovania vsetkych grafov
z vybranej mnoziny).

3.5.1 METODIKA ZAMERANA NA PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV, ZHLUKOVANIE
GRAFOV A DAVKOVE SPRACOVANIE DAT

Ako vstup pre algoritmus sme zvolili rovnaké mnoziny ako pri algoritme prezentovanom v 3.3 —
mnozinu grafov N a mnozinu permutacii P. Algoritmus paralelného ofarbovania grafov vyuzivajuici
zhlukovanie grafov a davkové spracovanie dat je opisany nasledovne:

e Rozdelenie mnoZiny grafov N na datové c¢asti. Rovnako, ako v pripade algoritmu
zameraného na davkové spracovanie dat (kapitola 3.4), algoritmus pomocou rozdelovacieho
skriptu rozdeli vstupni mnozinu grafov N na n mensich Casti. Presnejsie, skript rozdeli
vstupné data na priblizne rovnako velké podmnoziny obsahujice cca. 500 000 prvkov
(grafov).

e Distribuovanie datovych ¢&asti. Po rozdeleni mnoziny grafov na datové Casti postupujeme
podla algoritmu prezentovaného v podkapitole 3.4. Jednotlivé datové Casti (podmnoziny) st
distribuované na dostupny, Specifikovany vypoctovy systém.

e V dalsom kroku navrhnuty algoritmus vykona jednotlivé kroky algoritmu pre paralelné
ofarbovanie grafov s vyuzitim najlepsich permutacii (prezentovaného v podkapitole 3.3). Pre
kazdt z n datovych Casti vytvorenych zo vstupnej mnoziny grafov N:

o Vyber permuticie s najniz§im ¢asom ofarbovania Pgest zo vstupnej mnoziny
permutacii P a jej nasledné aplikovanie na celu datova ¢ast’ podla vztahu 3.1.
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Paralelné hranové trojofarbenie grafov v datovej Casti s vyuzitim vypoétového
modelu paralelnych vlakien.

Overenie podmienky pre vsetky grafy v datovej casti. Podmienka je zostavena
nasledovne: Bol graf G hranovo ofarbeny v ¢ase niZzSom ako jedna milisekunda?
Vytvorenie zhluku grafov, ktoré splnili podmienku uvedené v predchadzajuicom
kroku.

Pridelenie Pgest kK vytvorenému zhluku grafov.

Odstranenie Pgest Z mnoZiny permutéacii P, odstranenie grafov s ¢asom ofarbovania
niz$im ako jedna milisekunda z datove;j Casti.

Tieto kroky st opakované kym dana datova Cast’ nie je prazdna alebo pokial’ algoritmus
neuspesne nevyskuSa vSetky permutacie zo vstupnej mnoziny P (takato situacia moze
nastat’ V pripade, ze sa V mnozine N nachadza graf, ktory nemdze byt ofarbeny v Case
nizS§om ako jedna milisekunda).

Vystup z vypoctu algoritmu sa sklada z mnoziny suborov, ktora obsahuje zhluky grafov sich
pridelenymi permutaciami pre kazdi z vytvorenych n datovych casti. Na ziskanie celkovych
vysledkov z vypoctu algoritmu je potrebné na mnozinu suborov pouzit’ aglomeracnu funkciu. Tato
funkcia spaja stbory (zhluky), ktorym bola v behu programu pridelena rovnaka permutacia.

Schéma algoritmu, ktory vyuziva paralelné ofarbovanie grafov, zhlukovanie grafov a davkové
spracovanie dat je prezentovana na obrazku 3.7.

VSTUPNA MNOZINA GRAFOV

SKRIPT DELIACI VSTUPNE DATA NA N CASTI ‘

Pridaj G,, do zhiuku C,

e

Odstrai G, zN

Prirad Pgggr k Gy

ka4

Odslra Pgegr 2 P

( KONIEC

Obrazok 3.7 - Schéma paralelného programu zameraného na najlepsie permutacie, davkové spracovanie

dat a zhlukovanie grafov
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3.5.2 EXPERIMENTY PRE PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV, ZHLUKOVANIE GRAFOV
A DAVKOVE SPRACOVANIE DAT

Cielom experimentov uvedenych vtejto podkapitole je overenie funk¢nosti algoritmu
navrhovaného v 3.5.1 pri¢om sa sustredime na minimalizaciu po¢tu vytvorenych zhlukov. Na uvod
sme funkcnost' a vlastnosti algoritmu navrhovaného v 3.5.1 experimentalne overili na dvoch
rozmernych mnozinach dat:

e mnozina 3 833 587 grafov, ktora obsahuje 34 vrcholové snarky,

e mnozina 25 286 953 snarkov s 34 vrcholmi.

Namerané vysledky z tychto experimentov st uvedené v tabulkach 3.4 a 3.5. Vsetky uvadzané
hodnoty boli namerané na vypoctovom systéme pozostavajicom z 6 uzlov, pricom bolo na kazdom
uzle 12 procesorov. Z predchadzajucich experimentov (najmé toho, uvedeného v 3.4.1), bolo zrejmé,
ze algoritmus zalozeny na dédvkovom spracovani dat ma vysoké poziadavky na pamit systému.
V pripade 3 833 587 snarkov algoritmus potreboval takmer 1 TB pamdite, v pripade 25 286 953 grafov
algoritmus zuZzitkoval 4 TB pamdite.

V nizsie uvedenych tabul’kach uvadzame merania pre nasledovné vlastnosti vypoctov:

e Cislo zhluku - ID ¢&islo zhluku, ktory obsahuje dané grafové data,

Cislo Pgest - ID ¢&islo permutacie priradenej k danému zhluku,

[ )
e Cas vypottu — &as ofarbovania a rezijné naklady pre vietky grafy v danom zhluku,
e Potrebna pamit’ — paméit’ potrebna pri ofarbovani daného zhluku,
o Pocet grafov ofarbenych v ¢ase vySSom ako jedna milisekunda. Tieto grafy je potrebné
ofarbit’ s vyuzitim inej permutacie.
TabulPka 3.4 — Zhluky grafov mnozZiny 3 833 587 snarkov
Cislo Cislo Cas vypodtu Potrebna pamaét’ Pocet grafov ofarbenych
zhluku PgesT [hh:mm:ss] [GB] >1ms
1 1 01:06:58 994.598 532 364
2 2 00:07:00 32.059 57 274
3 3 00:00:49 1.457 5775
4 4 00:00:07 0.254 0
Tabulka 3.5 — Zhluky grafov mnozZiny 25 286 953 snarkov
Cislo Cislo Cas vypoétu Potrebna pamét’ Pocet grafov ofarbenych
zhluku Psest [hh:mm:ss] [GB] >1ms
1 1 04:19:09 3219.341 1356 175
2 2 00:11:43 12.242 127775
3 3 00:01:26 3.362 15032
4 4 00:00:16 0.845 6
5 5 00:00:01 0.017 0

3.5.3 EXPERIMENTY PRE PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV, ZHLUKOVANIE GRAFOV
A DAVKOVE SPRACOVANIE DAT NA SADACH SNARKOV S VACSIM POCTOM VRCHOLOV

Pre d’alSie overenie algoritmu a principu ofarbovania permutovanych grafov (a zaroven overenia
hypotéz H1 - H4 na inych mnoZinach snarkov) sme pracovali aj s mnozinami 36, 38 a 40 vrcholovych
snarkov. Pre kazdu z tychto mnoZin sme postupovali nasledovne:

e Nahodné permutovanie mnoZin grafov — pre grafy s 36, 38 a 40 vrcholmi potrebujeme najst’
permutacie, ktorych aplikovanie na mnozinu grafov znizuje ¢as ofarbenia grafov v mnozine.
Postupovali sme rovnako v podkapitole 3.2.

e Vytvorenie mnoziny najlepSich permutacii — podobne ako v podkapitole 4.2 sme pre
mnozinu 36, 38 a40 vrcholovych grafov nahodnym permutovanim nasli mnozinu 500
najlepsich permutécii, ktorych aplikovanie na mnozinu grafov znizovalo ¢as ofarbenia
vSetkych grafov v mnozZine.
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e Vyuzitie davkového spracovania grafov a zhlukovania — po najdeni vhodného poctu
permutacii sme vyuzili algoritmus prezentovany v 3.5.1 a ofarbili sme v§etky podmnoziny 36,
38 a 40 vrcholovych snarkov.

V tabulke 3.6 uvadzame pocet grafov v jednotlivych podmnozinach 36, 38 a 40 vrcholovych
snarkov. Snarky jednotlivych velkosti st do tychto podmnozin rozdelené na zaklade matematickych
vlastnosti jednotlivych grafov, tzv. velkosti najmensej kruznice v grafe a cyklickej suvislosti. Pri
mnozinach oznafenych znakom ‘+° zatial nebolo moZné vygenerovanie vSetkych grafov danej
vel'kosti (resp. danych vlastnosti).

Tabul’ka 3.6 — Podmnoziny 36, 38 a 40 vrcholovych snarkov

Pocet vrcholov Velkost Velkost’ Velkost’ Cyklicka
grafu najmensej najmensej najmensej suvislost' > 5
kruznice > 4 kruznice > 5 kruznice > 6
36 404 899 916 60 167 732 1 180 612
38 - 19 775 763+ 39 35 429+
40 - - 25 -

Zacali sme podmnozinou 36 vrcholovych grafov s cyklickou stvislost'ou vys$Sou alebo rovnou 5.
Tato mnozina obsahuje 180 612 grafov a pomocou nasho algoritmu sme ju rozdelili do $tyroch
zhlukov (tabulka 3.7).

TabuPka 3.7 — Zhluky grafov mnoziny 180 612 snarkov s 36 vrcholmi

Cislo Cislo Cas vypoctu Potrebna pamat’ Pocet grafov ofarbenych
zhluku Psest [hh:mm:ss] [GB] >1ms

1 1 00:01:10 1.326 4008

2 2 00:00:07 0.839 241

3 3 00:00:07 0.376 12

4 4 00:00:01 0.017 0

Pri 36 vrcholovych snarkoch existuje mnozina grafov s velkostou najmensej kruznice v grafe
rovnou alebo vyssou ako 6, ktora obsahuje jeden graf. Tento graf bol ofarbeny v ¢ase nizSom ako
jedna milisekunda pomocou permutacie Pgest = 2. Pokracovali sme mnozinou 60 167 732 sharkov

§ 36 vrcholmi. Tato mnozinu nas algoritmus rozdelil na 7 zhlukov (tabul’ka 3.8).

TabulPka 3.8 — Zhluky grafov mnozZiny 60 167 732 snarkov s 36 vrcholmi

Cislo Cislo Cas vypodtu Potrebna pamat’ Pocet grafov ofarbenych
zhluku Psest [hh:mm:ss] [GB] >1ms

1 1 08:21:18 4372.881 4 229 360

2 2 00:34:31 35.237 256 902

3 3 00:03:11 1.245 53 487

4 4 00:01:07 0.891 16 343

5 5 00:00:33 0.873 8901

6 6 00:00:31 0.754 8 042

7 7 00:00:04 0.019 0

Najrozsiahlej$ia mnozina 36 vrcholovych snarkov obsahuje 404 899 916 prvkov. Tuto mnozinu

nas algoritmus spravoval do 16 zhlukov (tabul’ka 3.9).

Tabulka 3.9 — Zhluky grafov mnoZiny 404 899 916 snarkov s 36 vrcholmi

Cislo Cislo Cas vypoétu Potrebna pamat’ Pocet grafov ofarbenych
zhluku Pgest [hh:mm:ss] [GB] >1ms

1 1 47:16:14 8472.230 17 642 937

2 2 03:32:49 56.671 12 876 022

3 3 00:56:11 30.290 4 038 765
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4 4 00:40:26 12.128 1844 397
5 5 00:38:39 9.133 1 000 036
6 6 00:07:12 2.465 321 009
7 7 00:05:31 1.026 162 932
8 8 00:00:22 0.891 21 329
9 9 00:00:20 0.806 17 890
10 10 00:00:18 0.650 12 993
11 11 00:00:17 0.521 9636
12 12 00:00:13 0.360 4109
13 13 00:00:10 0.332 1572
14 14 00:00:03 0.196 60

15 15 00:00:02 0.183 38

16 16 00:00:03 0.067 0

Pokracovali sme mnozinami snarkov, ktoré sa skladaju z 38 vrcholov. K dispozicii st 3 takéto
mnoziny — mnozina $ 35 429 grafmi, mnozina s 39 grafmi a mnozina s 19 775 768 prvkami. Vysledky

rozdelenia do zhlukov pre tieto mnoziny grafov st uvedené v tabul’kach 3.10, 3.11 a 3.12.

TabulPka 3.10 — Zhluky grafov mnoZiny 35 429 snarkov s 38 vrcholmi

Cislo Cislo Cas vypoctu Potrebna pamat’ Pocet grafov ofarbenych
zhluku Psest [hh:mm:ss] [GB] >1ms

1 1 00:00:42 0.630 1053

2 2 00:00:11 0.439 0

TabulPka 3.11 — Zhluky grafov mnoZiny 39 snarkov s 38 vrcholmi

Cislo Cislo Cas vypodtu Potrebna pamat’ Pocet grafov ofarbenych
zhluku Psest [hh:mm:ss] [GB] >1ms

1 1 00:00:03 0.371 0

TabulPka 3.12 — Zhluky grafov mnoziny 19 775 768 snarkov s 38 vrcholmi

Cislo Cislo Cas vypodtu Potrebna pamat’ Pocet grafov ofarbenych
zhluku Psest [hh:mm:ss] [GB] >1ms

1 1 03:16:02 3018.03 594 945

2 2 00:01:33 1.139 10 709

3 3 00:00:03 0.732 4 283

4 4 00:00:01 0.424 0

Poslednou mnozinou snarkov st 40 vrcholové grafy, ktorych je 25. Aj napriek nizkemu poctu

tychto grafov, bola tato mnozina rozdelena do troch zhlukov uvedenych v tabul’ka 3.13.

TabulPka 3.13 — Zhluky grafov mnoziny 25 snarkov so 40 vrcholmi

Cislo Cislo Cas vypoctu Potrebna pamat’ Pocet grafov ofarbenych
zhluku PgesT [hh:mm:ss] [GB] >1ms

1 1 00:00:04 0.230 9

2 2 00:00:01 0.089 2

3 3 00:00:01 0.019 0

354 VYHODNOTENIE EXPERIMENTOV PRE PARALELNE OFARBOVANIE GRAFOV,
ZHLUKOVANIE GRAFOV A DAVKOVE SPRACOVANIE DAT

Celkovy ¢as vypoétu potrebny na ofarbenie celej mnoziny grafov priGom prihliadame na
podmienku plyniacu z hypotéz H3 a H4 m6zeme vypocitat’ nasledovne:
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T,= ¥ T (3.3)
i=1

kde To je celkovy ¢as vypocétu ofarbovania danej mnoziny grafov, k je poéet zhlukov a Tc; je
vypoctovy ¢as pre zhluk Eislo i. Takto vypocitany celkovy ¢as ofarbovania uvadzame v tabul’ke 3.14.

Aj ked algoritmus pre svoj beh vyzaduje vysokti pamétovi naro¢nost, umoziuje paralelné
zrychlenie vypoétu a vytvara zhluky, ktoré maji pridelené permutacie, pomocou ktorych vieme graf
ofarbit’ uspokojivo z pohl'adu hypotézy H4. Ide teda o efektivhu dekompoziciu problému.

V tabul’kach 3.7 — 3.13 mozeme vidiet, Zze nie je potrebné vysoké mnozstvo vhodne zvolenych
permutacii na to aby sme dosiahli ¢as ofarbovania kazdého grafu z ofarbovanej mnoziny nizsi ako
jedna milisekunda. Konkrétne pocty permutacii (resp. klastrov) st uvedené v tabul’ke 3.14.

Tabulka 3.14 — Podet potrebnych zhlukov a celkovy ¢as ofarbovania pre v§etky testované mnoZiny

snarkov
34 vrcholové snarky
Pocet grafov 19935 - 3833 587 25 286 953
Pocet zhlukov 2 - 4 5
Celkovy ¢as ofarbovania 00:00:33 - 01:14:54 04:32:35
36 vrcholové snarky
Pocet grafov 180 612 1 60 167 732 404 899 916
Pocet zhlukov 4 1 7 16
Celkovy ¢as ofarbovania 00:01:25 00:00:01 09:01:15 53:18:50
38 vrcholové snarky
Pocet grafov 35429 39 19 775 763+ -
Pocet zhlukov 2 1 4 -
Celkovy ¢as ofarbovania 00:00:53 00:00:03 03:17:39 -
40 vrcholové snarky
Pocet grafov - 25 - -
Pocet zhlukov - 3 - -
Celkovy ¢as ofarbovania - 00:00:06 - -

ZAVER

Hranové ofarbovanie grafov je operacia, ktora je ¢asto opakovanou ¢astou vypoctu pri skimani
roznych vlastnosti grafov, ako napriklad hl'adanie hranovej a vrcholovej kritickosti alebo kokritickosti
grafu. Hlavnym cielom prace bol navrh, implementacia a overenie algoritmov, metodik a nastrojov,
ktoré prispeju k optimalizacii dekompozicie paralelnych aplikacii pri praci s hranovym ofarbovanim
kubickych grafov. Konkrétnymi cielmi prace bolo potvrdenie alebo zamietnutie nasledujicich
hypotéz:

e Algoritmus hranového backtrackingu nie je citlivy na pociatocny vrchol ofarbovania grafu. To
znamend, Ze ak Pri vypocte pouzijeme réznu postupnost hran bude doba vypoctu algoritmu
pre zadany graf rovnaka.

o Vo vsetkych experimentoch uvedenych v kapitole 3 sme ukazali, Ze doba vypoétu
algoritmu hranového backtrackingu je pre rézne permutacie vyrazne odliSna, ¢im
sme hypotézu zamietli. Namerané hodnoty sa pohybovali v intervale od ¢asov pod 1
milisekundu az po ¢asy priblizne 1300 ms.

o Neexistuje také poradie ofarbovania hrdin grafu (permutdcia), Ze po jeho aplikovani na
Mnozinu grafov, bude cas ofarbenia celej mnoziny grafov redukovany.

o Nasli sme permutaciu aplikovatel'nu na grafy z vybranej mnoziny, pomocou ktorej
sme znizili ¢asy hranového ofarbovania grafov. Tento vysledok bol experimentalne
overeny v podkapitole 3.2.2 a poukazuje na zamietnutie pracovanej hypotézy H2.

o Nie je mozné rozdelit mnozinu grafov na podmnoziny tak, Ze pre kazdu podmnozinu grafov
sme schopni ndjst jej vlastné poradie ofarbovania hran, ktoré znizuje cas potrebny na
ofarbenie kazdého grafu v danej podmnozine.
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o Navrhli, implementovali a experimentalne sme overili algoritmus, pomocou ktorého
sme nasli mnozinu permutacii grafov, ktoré redukuju ¢as vypoctu celej mnoziny
vstupnych grafov na pozadovanu uroven. Experimenty zhlukovania grafov su uvedené
v podkapitole 3.3.2.

o Neexistuje také poradie ofarbovania hrdn grafu, zZe ¢as hranového ofarbovania je pre kazdy

graf z mnoziny rovnaky.

o Je mozné najst’ také poradie ofarbovania hran grafu, ze ¢as ofarbovania vsetkych
grafov z vybranej mnoziny je priblizne podobny — VnaSom pripade sSme v
experimentoch uvedenych v kapitole 3.3.2 pouzili mnoZinu permutacii, pomocou
ktorych sme ofarbili jednotlivé grafy z vybranej mnoziny pod jednu milisekundu.
Cim sme optimalizovali dekompoziciu paralelnych a distribuovanych vypoétov ¢o bol
hlavny ciel tejto prace.

Okrem cielov prace formalizovanych Vv hypotézach sme preskiimali moznosti paralelizacie
vypoltov tykajucich sa hranového ofarbovania grafov. Vramci prace sme optimalizovali
(minimalizovali) ¢as ofarbovania mnozin vybranych grafov s vyuzitim vhodne zvolenych permutacii
grafov. Dekomponovali sme problém ofarbenia rozmernej mnoziny grafov na mensie podproblémy,
ktoré boli distribuované na vypoctovh architektiru a pocitané s vyuzitim paralelnych algoritmov.
Pomocou algoritmu prezentovaného v podkapitole 3.5 sme vypocitali hranové trojofarbenie vSetkych
velkych mnozin snarkov z portalu House of Graphs tak, aby sme zabezpecili podobny (resp. rovnaky)
Cas ofarbovania pre kazdy graf z vybranej mnoziny — ¢as nizsi ako jedna milisekunda. Tato podobnost’
(resp. rovnost)) ¢asu je kI'i¢ovym konceptom efektivnej dekompozicie akéhokol'vek problému na
mensie podproblémy. Vypocéty tak mozu byt vykonavané na akomkol'vek vypoctovom systéme
a trvanie ofarbenia jednotlivych grafov bude vzdy podobné (resp. rovnaké). Tym sme ukazali, Ze
vyuzitie paralelnych a distribuovanych vypoctov je mozné do istej irovne granularity danej aulohy.

VyuZzitie paralelného vypoctového systému v kombinacii S paralelnym programovanim pre
potreby problému ofarbovania mnozin grafov je vhodné a dolezité. Na vypoctovom systéme, ktory
obsahoval len fyzické zdroje sme vypocet tohto problému niekoPkonasobne zrychlili.

Na zaver vyskumnej Casti prace sme uviedli koncept zhlukovania grafov na zaklade permutacii.
Standardné met6dy zhlukovania potrebujii pre svoj beh poznat’ pocet zhlukov, do ktorych maju byt
data rozdelené. V pripade grafovych dat, s ktorymi sme Vv praci pracovali je pocet zhlukov tazko
odhadnutelny. Vyuzili sme preto interpola¢né funkcie na odhadnutie vhodného poctu potrebnych
zhlukov a tym sme otvorili nové potencialne oblasti skimania vo zvolenej problematike.
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