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1. UVOD

Dizertacnd praca sa zaobera strategickymi rozhodnutiami, konkrétne navrhovanim rozsiahlych
verejnych obsluznych systémov pomocou univerzalnych softvérovych nastrojov na podporu
rozhodovania. Této oblast’ je dlhodobo jednou z nosnych vyskumnych tém Katedry dopravnych sieti
na Fakulte riadenia a informatiky Zilinskej univerzity v Ziline. Strategické rozhodnutia o umiestneni
obsluznych stredisk tak, aby celkové ndklady boli minimdlne, predstavuju zlozitd kombinatoricku
ulohu, ktorej rieSenim mozno dosiahnut’ pozoruhodné uspory alebo zlepSenie kvality poskytovanej
sluzby [45].

V rozsiahlych dopravnych sietach sa casto stretivame s poziadavkou navrhnit Struktaru
verejnych obsluznych systémov, akymi s napriklad zachranna zdravotna sluzba [16], [43], siet
nemocnic [60], stanice Hasi¢ského a zachranného zboru [45], policajné zlozky, Urady Statnej spravy
[14] amnohé iné. Vo vicsine pripadov ide o systémy, v ktorych je sa ma rozmiestnit' isty,
ekonomickymi dévodmi obmedzeny, pocet obsluznych stredisk tak, aby navrhnuty systém garantoval
pozadovanu kvalitu poskytovanej sluzby. Zaroven sa vyzaduje, aby kvantifikované kritérium kvality
navrhu nadobudlo ¢o najlepsie hodnoty. Samotné kritérium kvality je obvykle vyjadrené nakladmi na
obsluhu zakaznikov za uréité obdobie, priemernou dobou ¢akania na sluzbu a podobne [31]. Vo svojej
praci som sa vSak obmedzil len na také ulohy, kde sa minimalizuje hodnota ucelovej funkcie
zohladiiujuca priemernq, resp. celkovii vzdialenost’ medzi zakaznikmi a ich obsluhujtcimi strediskami
[53], [54]. Tieto problémy st najcastejSic formulované ako ulohy p-medianu, ktoré modelujeme
prostriedkami celoc¢iselného linedrneho programovania. Ich najvac$im negativom je fakt, ze okrem
zakladného rozhodnutia o tom, v ktorych miestach siete maju byt vybudované obsluzné strediska, je
mnohokrat potrebné rozhodnut’ aj o tom, ktory obsluhovany objekt bude prisluchat ku ktorému
vybudovanému stredisku. To spdsobuje, ze prislusny matematicky model obsahuje vel'mi velké
mnozstvo rozhodovacich premennych a Strukturdlnych podmienok. Najdenie optimalneho rieSenia
lokac¢no-alokac¢nej ulohy velkého rozsahu si tak vyzaduje obrovski pamitova kapacitu a vypoctovy
¢as. To je hlavny dovod, preco algoritmy integrované do beznych softvérovych nastrojov na podporu
rozhodovania pri takychto tlohach Casto zlyhavaju [31], [68]. Celkovy pocet zakaznikov ako aj
moznych umiestneni stredisk sa zvycajne pohybuje radovo v tisicoch [2]. Takéto tlohy preto rieSime
$pecializovanymi softvérovymi nastrojmi.

Na druhej strane existuje trieda umiestiiovacich tloh, tzv. pokryvacie ulohy, ktoré su riesiteI'né
pomocou univerzalnych softvérovych néstrojov pomerne rychlo aj pri velkom rozsahu, hoci patria do
skupiny NP-tazkych uloh [23]. Vo svojom vyskume som sa zaoberal moznost'ami vyuzitia vyhodnych
vlastnosti pokryvacich uloh na efektivne rieSenie tych problémov, ktoré mozno previest’ priamo na
pokryvaciu ulohu alebo modelovat’ takym spdsobom, Ze prislusny matematicky model zachova
uvedené vlastnosti pokryvacich tloh. Ked’Ze rozsiahle ulohy p-medianu predstavuju tazko riesitel'ny
kombinatoricky problém, stali sa metddy jeho rieSenia jednou z aktualnych vyskumnych tém
aplikovanej informatiky.

V oblasti optimaliza¢nych metdod hl'adam nové moznosti uplatnenia vSeobecnych softvérovych
nastrojov, akym je i prostredie XPRESS [99]. V dizerta¢nej praci prezentujem efektivne postupy
aproximativneho rieSenia umiestiiovacich tloh ich prevedenim na c¢asovo menej narocny typ
pokryvacej ulohy. Kazda aproximacia vSak musi byt nie¢im zaplatend. V tomto pripade zaplatim
stratou presnosti najdeného riesenia.

Princip transformacie poévodného lokac¢no-alokaéného modelu je zalozeny na hornom, resp.
dolnom odhade vzdialenosti medzi zakaznikmi a ich obsluhujticimi strediskami pomocou $pecificky
zvolenych vzdialenosti, tzv. deliacich bodov [53]. Ich vyber vyrazne ovplyviiuje presnost’ ziskaného
rieSenia. Na dosiahnutie lepSich vysledkov bola navrhnuta a implementovand sekvenéna metdda
zonovania [54] spolu s pomocnymi technikami, ktoré sluzia na zrychlenie algoritmu, pripadne na
zvysenie jeho presnosti. Ako ukazem na prikladoch, presnost’ rieSenia, ako aj vypoctovy Cas, zévisia
od vol'by parametrov aproximacie. Preto sa zameriam predovsetkym na to, akym spdsobom je mozné
vyuzit prostriedky komeréného IP-solvera XPRESS na zefektivnenie navrhnutej metddy, ¢i uz
pomocou sekvenéného zonovania, alebo implementaciou algoritmov na najdenie vhodnych hodnot
parametrov. Takto chcem preukazat’ efektivnost’ aproximativneho pokryvacieho pristupu na rieSenie
rozsiahlych tloh p-medianu.



Navrhnuty pokryvaci pristup porovnavam V dizerta¢nej praci s dostupnymi metéodami rieSenia
rozsiahlych uloh p-medianu nielen z hladiska presnosti rieSenia, ale aj z pohladu naroc¢nosti na
vypoctovy Cas. Svoje vysledky porovnavam s vysledkami prac inych autorov na realnych ulohach
velkého rozsahu, pripadne s ich optimalnym rieSenim, ak je zname. Zdrojom testovacich uloh su
volI'ne dostupné kniznice benchmarkov.

2. SUCASNY STAV RIESENEJ PROBLEMATIKY

Kapitola popisujtica stiCasny stav rieSenej problematiky zacina definiciou verejného obsluzného

systému, jeho Struktiry atiez niekolkych stvisiacich pojmov, ktoré sa objavuji v celom texte
dizerta¢nej prace. Okrem toho sa Vv tejto kapitole nachadza struéna klasifikacia obsluznych systémov
s niekol’kymi prikladmi. Nasledne je pozornost venovana matematickému modelovaniu
umiestnovacich tloh s ohl'adom na mozné kritéria kvality.
Spomedzi najznamejsich tloh uvadzam modely kapacitne neobmedzenej lokac¢nej ulohy [18],
pokryvacej ulohy [94] a v neposlednom rade sa zameriavam na rozsiahle tilohy p-medianu, ktorych
rieSenie pomocou koncepcie pokrytia bolo hlavnou témou mdjho aplikovaného vyskumu. Pri kazdej
typovej ulohe uvadzam 1iniekol’ko praktickych aplikacii. Okrem zakladnej loka¢no-alokaénej
formulacie ulohy p-medianu detailne analyzujem moznosti transformacie prislusného modelu na iné
ulohy s ciel'om vyuzitia $pecializovanych algoritmov a procedtr ako BBDual, PDLoc a d’alsich.

V druhej Casti st uvedené zakladné charakteristiky univerzalnych a Specializovanych softvérovych
nastrojov na podporu rozhodovania a principy fungovania najpouzivanejSich algoritmov rieSenia tloh
navrhovania verejnych obsluznych systémov. Zdkladnou metdédou rieSenia uloh celociselného
linearneho programovania (teda aj ulohy p-medianu) je metdda vetiev a hranic, na ktorej st postavené
dalSie, zvacsa Specializované algoritmy na rieSenie kapacitne neobmedzenej umiestiiovacej ulohy.
Vhodnymi tipravami modelu mozno dosiahnut’ riesiteI'nost’ pdvodnej tlohy aj tymito algoritmami.

Okrem exaktnych metéd sa v prehlade sucasného stavu riesenej problematiky venujem aj
niekol’kym heuristickym a metaheuristickym algoritmom, pricom naértavam ich vyhody a nevyhody
V porovnani s navrhnutym pokryvacim pristupom. Ten je zalozeny na vyhodnych vlastnostiach
pokryvacich uloh, ktoré umoznuju vyuzit bezne dostupné univerzalne IP-solvery. Samozrejmou
sucastou je bohaty prehlad domacich i zahrani¢nych literarnych pramenov zameranych nielen na
aplikacie skimanych uloh navrhu struktiry obsluznych systémov, ale aj na algoritmy ich rieSenia.

Na zaver predkladam prevod povodnej lokac¢no-aloka¢nej formulacie ulohy p-medianu na model
pokryvacej ulohy. Reformulacia modelu je postavena na principe zénovania jednotlivych vzdialenosti
medzi zdkaznikmi aich obsluhujicimi strediskami pomocou deliacich bodov, ¢o ukdzem neskor.
Prave pomocou systému zon dokazeme l'ubovolnu vzdialenost’ aproximovat’ zhora i zdola. Vyuzitie
pokryvacieho modelu na rieSenie Glohy p-medianu sa v literatlire objavilo vo viacerych verziach [20],
[32]. Vo svojom vyskume som nadviazal na mySlienku spolo¢ného systému zén pre vSetkych
zakaznikov, ¢im sa odliSujem od inych autorov, ktori vyvinuli exaktny algoritmus ZEBRA [20]
postaveny na unikatnom systéme zon pre kazdého zakaznika.

3. CIELE A METODIKA PRACE

Hlavnym cielom dizertacnej prace je hladanie vhodnych a efektivnych rieSeni rozsiahlych
lokacno-alokacnych 1loh ich transformaciou na pokryvacie tulohy s vyuzitim univerzalnych
softvérovych néstrojov (XPRESS). Splnenie tohto ciela v sebe zahfiia aplikovany vyskum zamerany
na navrh, implementaciu a overenie viacerych algoritmov rieSenia uloh prevazne strednej velkosti.

Pokryvaci pristup k rieSeniu uloh p-medianu je zalozeny na tzv. zonovani jednotlivych
vzdialenosti. Dostupna literatira uvadza tento pristup v dvoch verziach, pricom ja nadviaZzem na
myslienku pouZitia spolo¢ného systému zon pre vSetkych zadkaznikov. V predbeznych experimentoch
sa vzdialenosti delili rovnomerne do niekolkych zén (ich pocet bol stanoveny) alebo bola dana
konstantna velkost zény. Preto bude mojou prvoradou tlohou najdenie vhodného sposobu volby
deliacich bodov oddel'ujucich jednotlivé zony tak, aby sa minimalizovala celkova chyba odhadu
vzdialenosti pri ich hornom, resp. dolnom odhade. Tymto pristupom sa vyrazne odliSujem od vSetkych
doteraz publikovanych prac. Dalsie ciele, ktorym sa budem Vv nasledujicich kapitolach venovat,
mozno zhrnut’ do niekol’kych bodov:



e Aplikovat’ aproximativny pokryvaci pristup s hornym, resp. dolnym odhadom vzdialenosti na
vel'mi rozsiahle ulohy, pri ktorych nie je mozné vyuzit’ exaktné metddy ich rieSenia.

e Vysetrit' vplyv poctu deliacich bodov na presnost’ rieSenia vo vztahu k uspore vypoctovému
casu.

e Navrhnut' a implementovat’ adaptivny algoritmus na hl'adanie vhodnej hodnoty parametra, ktory
ovplyvituje odhad pocetnosti vyskytov jednotlivych vzdialenosti v optimalnom rieSeni ulohy
a tym aj vol'bu deliacich bodov. Deliace body sa budu pocitat’ exaktnym spdsobom.

e Preskimat’ moznost’ sekvencného zonovania, teda iterativnu tpravu deliacich bodov a jej vplyv
na mozné zlepSenie. Nasledne stanovit’ vhodné kritéria na zastavenie iterativneho pristupu.

e Overit' kombinaciu horného a dolného odhadu vzdialenosti na spolo¢nych deliacich bodoch
sekvenénej metody s moznym skratenim doby vypoctu.

o Definovat’ a matematicky formulovat’ relevantnost’ vzdialenosti pre vypocet deliacich bodov.

e Vyhodnotit' presnost’ a ¢asovi naro¢nost metdd v zavislosti na rozsahu uloh a prislusnych
parametroch.

e Vykonat’ numerické experimenty na dostato¢ne velkej mnozine testovacich uloh a vySetrit
vlastnosti navrhnutych postupov za ucelom porovnania vysledkov s inymi metodami
publikovanymi v literatuare.

e Rozsirenim dizertanej prace je zovSeobecnenie pokryvacieho pristupu na rieSenie rozsiahlych
uloh vazeného p-medianu, pripadne d’alSich optimaliza¢nych uloh.

Na rieSenie vysSie popisanych problémov vyuzijem prostriedky celo¢iselného linedrneho
programovania. Vd’aka vyhodnym vlastnostiam pokryvacich uloh sa otvidra moznost’ pouzitia bezne
dostupnych univerzalnych softvérovych nastrojov na podporu rozhodovania, akym je optimaliza¢né
prostredie XPRESS [99], [100]. Funk¢nost’ a vlastnosti navrhnutych metod overim experimentalne na
dostatoc¢ne velkej mnozine testovacich tloh, ktora ziskam z vol'ne dostupnych zdrojov na internete.

4. VYSLEDKY A ICH VYHODNOTENIE

4.1 LOKACNO-ALOKACNY MODEL ULOHY

Vseobecny problém p-medianu je definovany ako tloha vyberu najviac p prvkov z mnoziny
kandidatov na umiestnenie strediska tak, aby celkova suma vzdialenosti medzi zakaznikmi a ich
obsluhujucimi strediskami bola ¢o najniz§ia. Symbolom | 0zna¢im mnozinu kandidatov a symbolom J
mnozinu zdkaznikov. Vzdialenost' medzi kandidatom i € | a zdkaznikom j € J je dana konstantou dj;.
V klasickej ulohe p-medianu je potrebné rozhodnut’ nielen o tom, v ktorych uzloch siete maju byt
zriadené obsluzné strediska, ale aj o tom, ktory zakaznik bude priradeny ku ktorému vybudovanému
stredisku. Rozhodnutie 0 vybudovani strediska v uzle i € | bude modelované bivalentnou premennou
y; € {0, 1}. Ak stredisko na danom mieste vybudujeme, prislusna premennd nadobudne hodnotu 1,
inak sa bude rovnat 0. Rovnako je potrebné definovat priradovacie premenné zj pre kazdu
usporiadanu dvojicu [i, j], kde i € I aj € J. Ak bude zakaznik j priradeny stredisku i, potom polozime
zij = 1, inak bude z;; = 0. Matematicky model tlohy moZno zapisat’ nasledovne:

Minimize > >'d,z; 1)

iel jed
Subjectto: >z, =1 for jeJ (2)
iel
DVi<p (3)
iel
z; <y, foriel, jel 4)
y, €{0,} foriel (5)
z; e{0,} foriel,jel (6)
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Utelova funkcia (1) vyjadruje celkovi vzdialenost medzi zakaznikmi a ich obsluhujicimi
strediskami. Sustava Strukturdlnych podmienok (2) zabezpeci, ze kazdy zakaznik bude priradeny prave
jednému stredisku. Na tito podmienku priamo nadvézuje poziadavka, Ze zakaznika mozno priradit’ len
k takému stredisku, ktoré je vybudované. To zabezpeCi sustava Strukturalnych podmienok (4).
Podmienka (3) stanovuje maximalny pocet vybudovanych stredisk a ostatné podmienky udavaja
defini¢ny obor premennych.

Hlavnym dovodom, preCo algoritmy integrované do komer¢nych softvérovych nastrojov pri
takychto ulohach casto zlyhavaju, je fakt, ze model (1) — (6) obsahuje prili§ velké mnozstvo
prirad'ovacich premennych zj a vidzobnych Strukturdlnych podmienok. Zo sustavy Strukturalnych
podmienok (2) je zrejmé, ze pre kazdého zakaznika j € J bude existovat iba jedna nenulova premenna
zij. Teda, pre kazdého zdkaznika j sa stava relevantnou prave jedna hodnota z j-teho stipca matice
vzdialenosti {d;j} odpovedajica vzdialenosti k najblizSiemu vybudovanému stredisku. Tento fakt je
hlavnym vychodiskom pre pokryvaci pristup.

4.2 FORMULACIA POKRYVACIEHO MODELU

Podstata pokryvacieho pristupu spociva v relaxacii priradenia zakaznika k najblizSiemu
vybudovanému stredisku a vyluceni priradovacich premennych z modelu. Ak vezmeme do uvahy, ze
s kazdym zakaznikom je spojena prave jedna relevantna vzdialenost, potom bude nasim cielom
odhadnut’ tato vzdialenost’ zhora, resp. zdola. To ndm umozni formulovat’ pokryvaci model tlohy
a vyuzit’ tak komerény IP-solver na rieSenie rozsiahlych uloh p-medianu. Aby bolo mozné 'ubovolnu
vzdialenost’ odhadnit, je potrebné rozdelit’ postupnost’ hodnét <0, max{di: i € I, j € J}> v matici
vzdialenosti {dj} do r+1 zén. Zény su oddelené postupnostou deliacich bodov Dy, D, ..., Dy, pre
ktoré plati, ze 0 = Dy < D; a Dy < Dy, pri¢om Dy, = max{dj: i € I, j € J}. Jednotlivé zony si ozna¢ime
tak, ze zone k odpoveda interval (Dy, Dy+1), zOne 1 interval (D1, D,) a zone r interval (D;, D). Okrem
toho zavedieme oznacenie e, pre dizku kazdej zony k, kde k = 0, ..., r. Hodnotu e, vypogitame ako
rozdiel hornej a dolnej hranice prislusného intervalu, teda e, = Dy+;1— Dy pre k=0, ..., I.

Okrem umiestiiovacich premennych y; zavedieme pre kazdého zdkaznika j € J a kazda zénu k
premenni Xy, ktord bude nadobudat’ hodnotu 1 vtedy, ked vzdialenost’ zakaznika j od jeho
najblizSieho vybudovaného strediska je vacsia ako Dy. V opacnom pripade bude xj = 0. Potom plati,
Ze Vyraz €oXjo + €1Xj1 + €Xj2 + €3Xjz + ... + e/X;r je hornym odhadom I'ubovolnej vzdialenosti d;; a vyraz
€oXj1 + €1Xj2 + €2Xj3 + €3Xja + ... + €r1Xjr je jej dolnym odhadom. V praxi to znamend, ze ak hodnota dj
padne do intervalu (Dy, Dy+1), je odhadnuta zdola hodnotou Dy, zhora hodnotou Dy.; S maximalnou
chybou e,. Ako vSak ukazem d’alej, existuje lepsi spdsob dolného odhadu. Vychadza z principu tvorby
z6n a vyznamu premennych Xj, Uvazujme, Ze kazdy interval obsahuje niekol’ko hodnot z pdvodnej
matice. Predpokladajme, Ze vzdialenost medzi zakaznikom | ajeho najbliz§im vybudovanym
strediskom padne do intervalu (Dy, Dy+1). Potom je odhadovana vzdialenost’ va¢sia ako hodnota Dy, ale
nanajvys rovna hodnote Dy.;. Preto ju zhora odhadneme hodnotou Dy.4, av§ak dolny odhad je mozné
zlepsit. Namiesto hodnoty Dy pouZijeme hodnotu Dy, ktora odpoveda najmensej vzdialenosti z danej
zony. Aby sme mohli upravit’ existujici vyraz pre dolny odhad vzdialenosti, musime zaviest novu
hodnotu e, pre kazda zonu k = 0, ..., r. DiZky jednotlivych intervalov e, nam sice pomozu pri ziskani
dolného odhadu, ale nie dobrého. Nova hodnota e bude pre zénu k predstavovat’ rozdiel medzi
najniz§ou moznou vzdialenostou z danej a predchadzajucej zony, ako to ukazuje obrazok ¢. 1. Potom
vyraz €oXj1 + €1Xj, + €2Xj3 + €3Xjs + ... + €.1Xj nahradime vyrazom €oXjo + €1Xj1 + €Xj2 + ... + EX;r.

Zéna0 | Z6nalj | Zoénak | | Zonar
. €o Loe | Lol €
i i i i i i i
I 1 1 1 1 1 1
D, D, D, | ...| D Dui| ... | D, D,,
€ €1 () € Ek+1 &
D01 Dll D21 Dk-ll Dk1 Dk+11 Dr-ll Drl

Obrazok ¢. 1 Vypocet koeficientov pre aproximéciu vzdialenosti
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V pokryvacom modeli nie je potrebné uvazovat’ priradovacie premenné z;. V tomto pripade sa
budeme snazit’ nastavit’ hodnoty premennych Xj pre kazdého zdkaznika j tak, aby sme ziskali dolny,
resp. horny odhad pdvodnej ucelovej funkcie. Podobne ako v beznych pokryvacich ulohach, aj
Vv tomto pripade zavedieme kons$tantu aijk pre kazda usporiadant trojicu [<i, j, k] € | x J x {0, ..., r}.
Tato konstanta nadobudne hodnotu 1 prave vtedy, ked’ vzdialenost’ dj; < D*. Inak poloZime aijk =0.
Potom mozeme formulovat’ pokryvaci model pre horny odhad vzdialenosti nasledovne:

Minimize ) > e X )
jed k=0

Subjectto: x, + > a;y; =1 for jeJandk=0,..,r (8)

iel

DVi<p 9)
iel
Xy 20 for jeJand k=0,..r (10)
y, {01} foriel (11)

Ugelova funkcia (7) poskytuje horny odhad povodnej Gidelovej funkcie (1). Ststava podmienok (8)
hovori, ze premenna Xy moze nadobudnit’ hodnotu 0, ak v dosahu Dy od zakaznika j existuje aspofi
jedno vybudované stredisko. Inak bude xj = 1. Podmienka (9) limituje pocet vybudovanych stredisk.
Ostatné podmienky urcuji definicny obor premennych. Ak by sme chceli formulovat’ pokryvaciu
ulohu pre dolny odhad vzdialenosti, v ucelovej funkcii (7) by sme museli nahradit’ koeficienty ey
hodnotami ey.

4.3 VYPOCET OPTIMALNYCH DELIACICH BODOV

Vypocet optimalnych deliacich bodov hra kI'ai¢ovu ulohu najmé z hl'adiska presnosti ziskaného
rieSenia. Tu som na zaklade analyzy viacerych alternativ navrhol exaktny spdsob, ktory najde stistavu
deliacich bodov s minimalnou celkovou chybou odhadu. Tento pristup je zalozeny na rieSeni
matematického modelu. Vypocet optimalnych deliacich bodov bude rozdielny pre horny a dolny
odhad vzdialenosti, hoci oba modely spajaji rovnaké predpoklady.

Pri ndvrhu matematického modelu som vychadzal z principu, ze hodnoty z matice {d;} mozno
usporiadat’ do rastacej postupnosti m+1 hodnét dy < d; < ... < dy, kde Dg = dy @a Dy = dp. S kazdou
hodnotou dy je spojend pocetnost’ vyskytov Ny tejto hodnoty v matici {dj}. Ak existuje prave r
roznych hodnét medzi do a d,, potom polozime deliace body Dy, D, ..., D; rovné tymto hodnotam
a rieSenim pokryvacej tlohy (7) — (11) ziskame exaktné rieSenie povodnej ulohy. V opa¢nom pripade
ziskame len odhad povodnej ucelovej funkcie, pretoZze o vzdialenosti medzi zakaznikom a jeho
najbliz§im vybudovanym strediskom vieme iba to, ze padne do niektorého z intervalov. Pokial’ by sme
odhadli pocetnosti n, hodnoét dy, kde h =0, ..., m, v zatial' neznamom optimalnom rieSeni, mohli by
sme chybu odhadu minimalizovat’ rieSenim modelu (12) — (16) pre horny odhad vzdialenosti, resp.
(17) — (21) pre dolny odhad. Akym sposobom uréit hodnoty nn, ukazem neskor, najprv popiSem
modely na najdenie optimalnych deliacich bodov. Za¢nem modelom pre horny odhad vzdialenosti.

m t

Minimize > > (d, —d,)n,z,, (12)
t=1 h=1

Subjectto: z, ., <z, fort=2,..mandh=2,..,t (13)
> z,=1 forh=1..m (14)
t=h



m-1
Z, =1 (15)

t=1
z,,€{0,} fort=1..mandh=1..1t (16)

Ugelova funkcia (12) minimalizuje celkovi chybu odhadu, pri¢om berie do Givahy o¢akavant
pocetnost’ N, kazdej hodnoty dp Vv optimalnom rieSeni povodnej ulohy. Bivalentné premenné zp
nadobtidaju hodnotu 1 prave vtedy, ked’ vzdialenost’ dy, patri do intervalu, ktory kon¢i deliacim bodom
di. Vézobné podmienky (13) zabezpecuju, Ze hodnota dn; mdze patrit do intervalu, ktory konéi
hodnotou d, iba vtedy, ak vSetky hodnoty medzi dy; a d; patria do tohto intervalu. Podmienka (14)
hovori, ze kazda hodnota musi patrit’ do prave jedného intervalu. Posledna Strukturdlna podmienka
(15) zabezpeci prave r deliacich bodov. Po vyrieseni modelu indikuji nenulové hodnoty premennych
Zy tie vzdialenosti d,, ktoré odpovedaju deliacim bodom.

V pripade modelu na hl'adanie optimalnych deliacich bodov pre dolny odhad vzdialenosti je
filozofia analogicka, aj sa ked” vyznam premennych otaca. Bivalentna premenna zy nadobudne
hodnotu 1 prave vtedy, ked’ vzdialenost’ d, patri do intervalu, ktory zacina deliacim bodom d.
V predchadzajicom pripade sa vyznam premennej vztahoval na koniec intervalu. Ugelova funkcia
(17) minimalizuje celkova chybu odhadu a $trukturalna podmienka (18) sa v tomto pripade viaze na
zadiatok intervalu. Hovori, Ze vzdialenost’ dn.; moze patrit’ do zony zacinajicej hodnotou d; len vtedy,
ak vSetky vzdialenosti medzi dy.; @ d; patria do tejto zony. Matematicky model vyzera nasledovne:

m-1 m-1
Minimize (dh+l _dt+1)nh+thh (17)
t=0 h=t
Subject to:  z,4,) <z, fort=0,..,m-land h=t,.,m-1 (18)
h
> z,=1 forh=0,.,m-1 (19)
t=0
m-1
Zy =T (20)
t=1
z, €{0,} fort=0,.,m-1land h=t,...m (21)

Pripominam, Ze oba modely vo svojich Gc¢elovych funkciach minimalizuja celkovi chybu odhadu,
pri¢om dizky jednotlivych intervalov su zatazené oakavanymi podetnostami hodnot dp, h =0, ..., m
V optimalnom rieSeni. Spominané pocetnosti N, ndm pozadovany odhad neposkytnu, pretoze odrézaju
iba vyskyty hodnot dy v matici {d;}. Nech parameter p > 2. Potom mozno ukazat, Ze sa najvicsia
vzdialenost’ z j-teho stipca v optimalnom rieSeni urdite nevyskytne. Je prirodzené, Ze kazdého
zakaznika | priradime vzdy k najblizSiemu vybudovanému stredisku. To vedie k hypotéze, Ze
pocetnost’ vyskytov n, hodnoty d; je umerna hodnote N, aurlitej vahe, ktora klesa s rastucou
hodnotou vzdialenosti. Tuto skuto¢nost’ popis§eme matematicky takto:

n,=N,e’ (22)

Symbol T reprezentuje kladny parameter - tzv. teplotu a Nj je spominana frekvencia vyskytov
hodnoty d, v matici {d;;}, pri¢om v kazdom stipci berieme do tvahy len |I| - p + 1 najmensich hodnét.

Takto definovany pokryvaci pristup krozsiahlym ulohdm p-medidnu je v dizertacnej praci
oznaCovany ako staticky, pretoze rieSenie povodnej ulohy p-medidnu je ziskané na zaklade
stanovenych parametrov a nijaké d’alSie informacie sa v procese vypoctu nebertt do uvahy. Skor, ako
som zacal analyzovat’ a skamat’ takto definovany pokryvaci pristup, porovnal som ho s algoritmom
BBDual ako aj lokac¢no-alokaénym pristupom na mnozine benchmarkov dostupnych na internete.
Ked'Ze sa aproximativna metoda javila ako perspektivna nielen z hl'adiska ¢asovej naro¢nosti, ale aj
zpohladu kvality najdeného rieSenia, zameral som svoj vyskum prédve natuto oblast’. Prvou
vyskumnou otazkou bolo nastavenie parametra T pre konkrétnu ulohu.
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4.4 VOLBA OPTIMALNEJ TEPLOTY

Vypocet optimalnych deliacich bodov je postaveny na rieSeni matematického modelu, ktory vo
svojej tcelovej funkcii zohladiiuje oakavany pocet vyskytov ny kazdej relevantnej vzdialenosti d,.
Uvedeny odhad ny, vyjadreny predpisom (22) vychadza z hypotézy, ze va¢sie hodnoty sa v optimalnom
rieSeni vyskytnu len zriedka, zatial' o malé vzdialenosti ovela CastejSie. Je jasné, ze takto vyjadrend
relevantnost’ vzdialenosti bude zavisiet od hodnoty parametra p, ktory udava maximalny pocet
vybudovanych stredisk. Pre vel'ky pocet stredisk budu prevladat’ malé vzdialenosti a pre mensi pocet
sa V optimalnom rieSeni vyskytni aj vécSie vzdialenosti. Tento predpoklad potvrdili aj predbezné
experimenty, ktoré naznacili, ze teplota T ma zasadny vplyv na presnost’ rieSenia. Prave preto som
skimal moznosti jej vhodného nastavenia.

Prvou moznostou bolo stanovenie konec¢nej mnoziny moznych hodnét T, z ktorych sa bude
vyberat' t& najvhodnejSia. Hlavnym cielom vyskumu v tejto oblasti bolo najdenie matematického
predpisu, pomocou ktorého by sa mala nastavit’ teplota pre konkrétnu ulohu. Na to, aby som mohol
formulovat’ vSeobecny predpis vSak vykonané experimenty nestacia. Nepredstavuju totiz dostatoCne
vel'ka Statisticki vzorku, aby z nej bolo mozné vyvodzovat’ relevantné zavery. Na druhej strane ale
potvrdzuju ocakavany trend, Ze s rasticim pomerom medzi mohutnostou mnoziny | a parametrom p
rastie aj optimalna hodnota teploty T. Najdenie konkrétneho vzorca prostriedkami matematicke;j
Statistiky si vyzaduje ovela vidcSie mnozstvo testovacich tloh v kombinacii s velkym poctom
skimanych teplot. NavySe by bola potrebnd dalSia séria experimentov na overenie najdeného
predpisu. Optimalna teplota T nemusi zavisiet’ len od hodn6t |I| a p. Pri jej nastaveni mézeme brat’ do
uvahy aj d’alSie parametre Dosiahnuté vysledky vSak dokazuji vhodnost’ a efektivnost’ pokryvacieho
pristupu.

Proces hl'adania optimalnej teploty som sa preto snazil automatizovat. Vd’aka tomu, ze XPRESS
umoznuje blokovanie jednotlivych podmienok, otvara priestor pre implementaciu iteracnych metod,
kde v ramci jednej iteracie bezi nickol’ko optimalizaénych vypoctov za sebou. Tuto vyhodnu vlastnost’
som vyuzil na implementaciu adaptivneho algoritmu, ktory je zaloZzeny na principe nahodného
vyhl'adavania. To znamena, Ze poc¢iatocna hodnota parametra T sa S urcitou pravdepodobnostou zvysi,
resp. znizi o stanoveny krok v dalSom iteracnom behu. Pravdepodobnost’ zvySenia teploty je na
zaciatku nastavena na hodnotu 0,5 a postupne sa aktualizuje v zavislosti od dosiahnutého zlepSenia
hodnoty ucelovej funkcie. Ako ukazuje obrazok ¢. 2, vkazdom kroku sa pre aktudlnu hodnotu T
vypocitaju deliace body a na zaklade nich sa vyriesi pokryvacia tloha. Ziskané rieSenie sa porovna
S doteraz najlepSim najdenym. Vystupom algoritmu je okrem rieSenia ulohy p-medidnu (hodnota
ucelovej funkcie a premennych y; pre i e 1) aj hodnota parametra T, pre ktora bolo najlepSie rieSenie
najdené. Proces nahodného vyhladdvania kon¢i po dosiahnuti maximalneho poctu iteracii alebo po
dosiahnuti maximalneho poctu po sebe idlcich behov bez aktualizacie najlepsicho najdeného riesenia.

Pociato¢na hodnota 7

lf

Odhad frekvencii i, vzdialenosti dj, v optimalnom
rieSeni pre aktualnu hodnotu T

|

Vypocet optimalnych deliacich bodov
pre dané hodnoty ra T

l Vypocet novej teploty 7,
liprava parametrov

Inicializécia konstant pokryvacieho modelu A
(dlzky z6n e, matica pokrytia {a,,‘))

l

Riesenie pokryvacieho modelu,
vypocet skuto¢nej hodnoty ucelovej funkcie
[ >

Vysledna hodnota 7

Obrazok €. 2 Schéma adaptivneho algoritmu



Prezentovany adaptivny algoritmus poskytuje sice dobré hodnoty parametra T, ale na rieSenie
praktickych tloh nie je vhodny zjedného dovodu. Na ndjdenie dobrej teploty je totiz potrebné
vykonat' radovo desiatky iteracii, pricom v kazdej prebichaju dve optimalizacie. Tento spdsob
hl'adania hodnoty parametra T je teda ¢asovo vel'mi naro¢ny. Napriek tomu je uzitocny a preto som sa
nim zaoberal d’alej. Mojim cielom bolo zefektivnit metddu statického zonovania tak, aby som
pomocou matematického vzt'ahu nastavil dobrt teplotu pre l'ubovol'nu ulohu.

Uvedeny problém som riesil tak, ze pre kazda tlohu som otestoval niekol’ko hodnét T ziskanych
pomocou adaptivneho algoritmu. Konkrétnu teplotu som povazoval za dobru len vtedy, ak rozdiel
medzi pokryvacim
a exaktnym rieSenim ulohy neprekrocil 5% z exaktného rieSenia. Takymto spdsobom som ziskal pre
kazdu velkost’ mnoziny kandidatov niekol’ko teplot, z ktorych som vychadzal pri odvodzovani vztahu
medzi velkostou tlohy avhodnou teplotou. Na odvodenie vztahu som pouzil prostriedky
matematickej Statistiky. Vysledkom bol predpis, ktory poskytoval vhodnt teplotu pre kazda velkost’
mnoziny |. Jeho nevyhodou je, Ze pre rozsiahle ulohy poskytuje teploty blizke nule, o nie je vhodné.

V dizertacnej praci som analyzoval viacero spdsoboV nastavenia optimdlnej teploty, ktoré viedli
k zaveru, ze nie je mozné stanovit’ jednoznaény postup, ktory by zaruéil kvalitné vysledky. Navyse,
odhad frekvencii jednotlivych vzdialenosti v nezndmom optimalnom rieSeni je postaveny na hypotéze
(22), ktora v niektorych pripadoch nemusi presne popisovat’ rozlozenie vzdialenosti a ich frekvencii
v matici. Odhad hodnét ny, predstavuje samostatni vyskumnu oblast’, ktorej som sa venoval v zavere
mojho vyskumu.

4.5 VOLBA VHODNEHO POCTU DELIACICH BODOV

Druhym velkym problémom statického zénovania je volba poc¢tu deliacich bodov. Ten musi byt
radovo niz8i ako pocet kandidatov na umiestnenie strediska |l|. Iba obmedzeny pocéet zon dokaze
udrzat’ pokryvaci model v rieSitel'nom rozsahu. Parameter r ovplyviiuje okrem poctu premennych X,
aj pocCet Strukturalnych podmienok. Presnost’ aproximacie pdvodnej ucelovej funkcie je dana
velkostami intervalov €, resp. ey, ktoré priamo suvisia s ich po¢tom. Preto bolo mojou tlohou ukazat
vztah medzi rozsahom modelu, presnostou rieSenia a vypoétovym casom v zavislosti od poctu
deliacich bodov r.

Pri volbe vhodnej hodnoty r som vychadzal z hypotézy, Zze pre malé hodnoty r musia byt
jednotlivé zony Siroké, aby pokryli vSetky vzdialenosti z rozsahu (do, dp), o sposobi, Ze pokryvaci
model bude obsahovat’ sice malo premennych X a podmienok (8), ale presnost’ rieSenia bude vel'mi
nizka. Cim budu intervaly dlhsie, tym viésej chyby sa pri odhade vzdialenosti dopustime. Zarovefi
predpokladam, ze pri malej hodnote r bude Cas potrebny na vypocet tllohy kratsi, ¢o je dané rozsahom
ulohy. Pri vd¢Som pocte deliacich bodov r oakdvam vyssSiu presnost’ ziskaného rieSenia (pri vysSom
pocte kratsich intervalov celkova chyba odhadu jednotlivych vzdelanosti klesne) na tkor vypoctového
¢asu, ktory bude v tomto pripade dlhsi.

Vysledky numerickych experimentov na malych az stredne velkych ulohach potvrdili, ze presnost’
aproximativneho rieSenia stipa so zvySujicou sa hodnotou parametra r, avSak za cenu narastu
vypoctového ¢asu. Na tomto mieste je potrebné zdoraznit, ze percentualny rozdiel Gcelovych funkcii
exaktného a priblizného riesenia sice so zvysujucou sa hodnotou r klesa, ale od urc¢ittho momentu je
vel'kost' poklesu velmi mala. Z ekonomického pohladu by sa dalo povedat, Ze sa uz neoplati
investovat’ do d’alSich jednotiek vypocétového Casu, pretoze celkovy prinos kvality rieSenia bude vel'mi
nizky. Na zaklade uvedenych skuto¢nosti mozno predpokladat, Ze zvySovanim poétu deliacich bodov
r je mozné zlepsit' presnost’ ziskaného riesenia, ale len do urcitej hranice. Po jej prekroceni uz
presnost’ stipat’ nebude (bolo najdené exaktné rieSenie a ziadne lepSie neexistuje) alebo bude stapat
len ve'mi pomaly.

Pri volbe vhodného poctu deliacich bodov r treba brat’ do tvahy eSte jednu skutoénost.
Relevantné vzdialenosti z matice {dj} usporadivame do rastiucej postupnosti dy, dy, ..., dp, priCom
z kazdého stipca vylu¢ime p-1 najvicsich hodnét. Pri ich rozdelovani do zén by sa mohlo zdat
logicke, ze ¢im vacsi je index m, tym vyssi by mal byt pocet deliacich bodov r. Netreba vsak zabudat,
ze pocet zon ovplyviuje rozsah pokryvaciecho modelu a tym aj naroky na vypoctovy cas. Aj z tohto
dovodu som navrhol tzv. sekvencny pristup, ktory aj pri menSom pocte zon dokaze najst’ rieSenie
S uspokojivou presnostou v prijatelnom ¢ase.



Na zaver kapitoly tykajucej sa statického zonovania som v dizertaénej praci uviedol niekolko
vysledkov numerickych experimentov, ktorych cielom bolo poukdzat’ na velku usporu casu, ktora
mozno dosiahnut’ vhodnou volbou parametra r. AK sa V postupnosti vzdialenosti do, dy, ..., Oy
nachadza prave r hodnét medzi dy a dp,, potom polozime deliace body D;, D,, ..., D, rovné tymto
hodnotam a rieSenim pokryvacej ulohy (7) — (11) ziskame exaktné rieSenie pdvodnej Glohy. Bez
ohl'adu na teplotu T staci nastavit’ pocet deliacich bodov na Iy, = m — 1. Pre vyssi pocet intervalov by
uloha najdenia optimalnych deliacich bodov nebola riesitel'na. Ako ukazuju dosiahnuté vysledky,
dosledkom takéhoto nastavenia poctu deliacich bodov r je vel'mi dlhy vypoctovy €as pokryvacieho
modelu s hornym odhadom vzdialenosti a T = 1 v porovnani s men$im poétom zon pri zachovani
vybornej presnosti. Vypoctovy Cas pre maximalny pocet zon je len o nieCo nizs$i ako v pripade
exaktného riesenia ulohy pomocou aloka¢ného modelu, zatial’ co pokryvaci model s nizkou hodnotou
I poskytuje kvalitné rieSenie ovel’a rychlejsie.

4.6 SEKVENCNY PRISTUP

Doteraz som sa zaoberal moznostami statického zonovania, kde sa pocty vyskytov n, vzdialenosti
dn vV optimalnom rieSeni odhadovali pomocou teploty T podl'a vztahu (22). Hodnoty n, pre h=0, ..., m
ovplyvituji vyber deliacich bodov D;, D,, ..., D, atym aj presnost’ rieSenia. Princip sekvencného
zénovania spoéiva v snahe priblizit' odhadovanu relevantnost’ n, vzdialenosti d,, ¢o najblizsie k realite
iterativnou upravou koeficientov n,. Spominand relevantnost’ oznacuje silu naSho presvedcenia, Ze
hodnota dy, bude sicast'ou neznameho optimalneho riesenia ulohy, pricom hodnoty n, v kazdom kroku
upresiiujeme. Princip je teda vel'mi jednoduchy. Schematicky je znazorneny na obrazku ¢. 3.

Pociato¢na hodnota T

!

Odhad frekvencii n;, vzdialenosti d),
v neznamom optimélnom rieseni

le
*‘ A

Vypocet optimélnych deliacich bodov
pre dané hodnoty ra ny, kde h=0, 1, ..., m

l Vypoéet novych
frekvencii n;, pre vSetky &

Inicializdcia konstant pokryvacieho modelu A
(dlzky z6n e, matica pokrytia {a,,‘})

)

Riesenie pokryvacieho modelu,
vypocet skuto¢nej hodnoty Gcelovej funkcie
|

Vysledné riesenie tilohy
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Obrazok ¢. 3 Princip metddy sekvenéného zoénovania

Kedze teraz viem, v ktorych miestach maju byt vybudované obsluzné strediska, pre
ktoréhokol'vek zakaznika j € J dokazem najst’ vzdialenost’ k najblizS§iemu vybudovanému stredisku.
To zanemend, Z7e na zaklade hodnot z matice vzdialenosti dokazem urcit, ktora vzdialenost’ sa
vyskytla v optimalnom rieSeni a kolkokrat. Inymi slovami, analyzou ziskaného rieSenia mézem
aktualizovat’ hodnoty njp, ktoré som na zaciatku len odhadoval. Takto spresnim pocetnosti vyskytov
jednotlivych hodn6t v optimalnom rieSeni a h'adam nové deliace body. Pomocou nich znova rieSim
pokryvaciu lohu a tieto kroky opakujem dovtedy, kym nesplnim niektoré z kritérii zastavenia. Medzi
Standardné kritéria patria: maximalny pocet iteracii a maximalny pocet krokov bez aktualizacie
najlepsieho najdeného rieSenia.

Uvedena metoda vykazovala vel'mi presné vysledky v porovnani s inymi metdédami. Jej plna sila
sa ukazala najma pri vyuziti dolného odhadu vzdialenosti, pretoZze okrem kvalitného rieSenia dokaze
poskytnut’ aj dolna hranicu. Vd’aka tomu ziskame uzavrety interval, v ktorom sa nachadza hodnota
ucelovej funkcie exaktného rieSenia. Takymto spésobom viem vyhodnotit’ presnost’ rieSenia vel'mi
rozsiahlych uloh. Na druhej strane, prave aproximdcia vzdialenosti zdola sposobila vel'ké problémy
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z hladiska vypoctového Casu. V pripade rozsiahlych uloh, kde bolo najdené optimalne rieSenie
povodnej ulohy, trval vypocet extrémne dlho. Dokladnou analyzou vypoctového procesu som dospel
k siboju medzi malym Ubytkom presnosti rieSenia a moznym skratenim vypoctového ¢asu. Jednou
Z moznosti bolo zniZenie poctu zon, ¢o sa ukazalo sice ako priechodné riesenie, ale v d’alSej faze som
dospel k zaveru, ze staéi pridat’ dodato¢ni podmienku pre zastavenie vypoctového procesu. Ak bolo
najdené rieSenie, ktorého dolna hranica je rovnaka ako hodnota jeho ucelovej funkcie, potom je toto
rieSenie optimélne a Ziadne lepsie neexistuje. DalSie iteracie st preto zbytoéné.

Uvedené pravidlo som zovSeobecnil, ¢im som ziskal 'ahko implementovate'nii aproximativnu
metddu s kontrolovatel'nou stratou presnosti. V takomto pripade som vypocet zastavil vtedy, ked’ bolo
najdené uspokojivé riesenie (rozdiel dolnej hranice a hodnoty najlepSicho rieSenia, t.j. hornej hranice
klesol pod stanovent hranicu, napriklad 2 percenta z hornej hranice).

Okrem zékladného sekven¢ného pristupu som v dizertacnej skiimal moznosti vyuzitia horného
i dolného odhadu vzdialenosti na spolo¢nych deliacich bodoch, pricom v d’al§ich fazach som hl'adal
moznosti zefektivnenia navrhnutych metod. Jednotlivé metédy som vzajomne porovnal nielen
z hl'adiska ¢asovej narocnosti, ale aj z pohl'adu kvality najdeného rieSenia.

Dalsi vyskum v oblasti optimalizacie sekvenéného pristupu by mohol byt zamerany na pociatonu
fazu, kde sa otvara priestor na zefektivnenie metédy vhodnym nastavenim hodnét r a T. Okrem toho
by bolo dobré preskimat’ moznosti redukcie postupnosti relevantnych vzdialenosti dn pri vybere
kandidatov na pociatoc¢né deliace body.

4.7 RELEVANTNOST VZDIALENOSTI

V tejto podkapitole sa budem zaoberat” témou relevantnosti jednotlivych vzdialenosti, pricom
predostriem niekol’ko sposobov jej matematického vyjadrenia.

Zékladnym predpokladom, zktorého som pri navrhu réznych pohladov na relevantnost
vychadzal, bola skuto¢nost, Ze pokial’ sa v postupnosti do, dj, ..., dn nachadza viac ako r hodnét, tak
rieSenim pokryvacieho modelu (7) — (11) ziskame len odhad povodnej tcelovej funkcie. Celkova
chybu odhadu, ktorej sa dopustime, mozno znizit' vhodnym usporiadanim jednotlivych zon. Hl'adanie
optimalnych deliacich bodov D, D,, ..., D; je postavené na zakladnej myslienke, ze niektoré
vzdialenosti dy, o¢akavame v optimalnom rieSeni viac, iné menej a niektoré sa tam nevyskytni vobec.
Ako som ukdzal, pri tvorbe postupnosti dy, ..., d Z matice {d;;} mézeme z kazdého stipca vylugit p - 1
najvacsich hodnot. Uvedend redukcia je dokazom toho, ze niektoré hodnoty dj su nerelevantné, ¢o
znamena, Ze urcite nepredstavuji vzdialenost’ zdkaznika od jeho najbliz§ieho vybudovaného strediska.
Relevantnost' vzdialenosti d,, vyjadruje silu nasho presvedCenia, Ze hodnota dy bude sucastou
optimalneho rieSenia. Uvedenti skuto¢nost’ vyjadrime pomocou konstanty n, pre h =0, 1, ..., m, Ktora
predstavuje odhad poétu vyskytov vzdialenosti dy V neznamom optimalnom rieSeni. Koeficienty nj
zohravaju kl'ucovu ulohu pri vypocte optimalnych deliacich bodov D;, Dy, ..., D,. St totiz sucastou
ucelovej funkcie modelov (12) — (16) a (17) — (21). Ak vzdialenost’ dy, aproximujeme zhora hodnotou
d;, potom rozdiel (d; — dy) ovplyvni chybu odhadu vzdialenosti prave ny — krat.

Prvym sposobom vy¢islenia relevantnosti vzdialenosti d, pomocou koeficientu ny, je exponencidalny
pristup, ktory som pouzival vo vSetkych doterajSich experimentoch. Jeho hlavna myslienka spociva
V tom, ze relevantnost’ hodnoty d, zavisi od poctu jej vyskytov N, v matici {d;} redukovanej op — 1
najvicsich hodnét z kazdého stipca, ale aj od urgitej vahy, ktora klesa s rastacou hodnotou dy, pri¢om
rychlost’ poklesu je dana parametrom T. Matematické vyjadrenie mozno zapisat’ v tvare (22).

N NU Nf Nf-j

Hy

N{

N
Nei
n;

! I| ‘I II I|
dy d, ... dsd,d, d d

Obrazok ¢. 4 Exponencialny pristup k relevantnosti
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Takato definicia relevantnosti vSak nemusi vyhovovat’ vSetkym rieSenym tloham. V niektorych
pripadoch bolo naro¢né urcit’ vhodnu teplotu, ktora by najlepSie vystihovala dant situaciu. Preto som
sa zamysl'al nad tym, ¢i by mala byt’ relevantnost’ vzdialenosti d,, imerna len jej absoltatnej hodnote
|dn| @ frekvencii Ny, resp. akym inym sposobom by sa dala vyjadrit’ a od ¢oho vSetkého by mohla
a mala zavisiet’.

Druhym pristupom k relevantnosti je tzv. ranking, ktory je postaveny na principe, ze vyznam
hodnoty d;; v stipci j zavisi od jej pozicie v usporiadanej postupnosti vzdialenosti z daného stipca.
Prikladom je taka situacia, kedy za relevantné povazujeme len najmensie vzdialenosti z jednotlivych
stipcov j € J. Vo veobecnosti bude maximalna relevantnost’ vyjadrena konstantou a, ktord méoze byt
rovna napriklad poctu riadkov matice, resp. po¢tu moznych umiestneni strediska. Okrem toho je
potrebna konstanta s (step), ktora predstavuje velkost’ ubytku relevantnosti nasledujucej vzdialenosti
z danej usporiadanej postupnosti. Ak bude mat’ najmensia hodnota v stipci relevantnost’ @, druha
najmensia bude mat’ relevantnost’ (a — S), tretia (a — 2s) a takto to moze linearne pokracovat’ d’ale;j.
Tymto sposobom mozeme priradit’ urCité vahy vSetkym vzdialenostiam od najmensej az po hodnotu
na pozicii @ + 1 — t, pricom t je parameter oznacovany ako threshold. Znamena, ze t — 1 najvacsich
vzdialenosti v danom stipci povazujeme za nerelevantné. Hodnota parametra t musi byt celo&iselna
zintervalu {(p, o — 1) a velkost’ kroku s sa m6ze pohybovat’ v rozsahu {0, a / (o — t)). Ak chceme
uvedeny pristup formalizovat, musime definovat mapovanie Pj(d;) hodnét z j-teho stipca do oboru
prirodzenych ¢isel. Mapovacia funkcia Pj(djj) vrati poradie vzdialenosti dj; V usporiadanej rastucej
postupnosti hodnét stipca j, kde minimalnej vzdialenosti odpoveda hodnota 1. Potom pre kazdi
vzdialenost d;; Vv j-tom stipci zavedieme tzv. ranking funkciu L;%(d;) definovanu predpisom (23).
Z uvedeného vzt'ahu vyplyva, ze ¢im nizsia je dana vzdialenost djj, tym bude relevantnejsia.

S a+s*(1-P.(d;)) preP,(d;)<a+1-t
Ltj (dij) :{o ( J I] ) inak J ) (23)

Ked’Ze vo vieobecnosti plati, Z¢ hodnota d, sa mdZe vyskytovat’ vo viacerych stipcoch, potom
zavedieme taka funkciu L™", ktora to zohladni. Jej predpis je definovany vztahom (24), kde t a s su
rovnaké parametre ako v pripade stipcovej ranking funkcie L;*(d;j). Konstanta t predstavuje threshold
a hodnota s udava velkost’ ubytku relevantnosti medzi susednymi vzdialenostami v usporiadanom
stipci matice.

h
[y (dh) =Z ZLtjs (dij) (24)
jed dhlitl:,lu
Ked’ je znamy spésob vyhodnotenia relevantnosti 'ubovolnej vzdialenosti dp, potom je potrebné
ur¢it’ vhodné hodnoty parametrov a, S a t. Na zaklade nich mézeme nastavit’ konstanty ny, takto:

n,=L*"(d,) vh=01,...,m (25)

Alternativou k predpisu (25) je kombinacia exponencialneho a ranking pristupu, ¢o v praxi
znamena, e jednotlivé hodnoty L*(dy) st zniZené exponencialne v zavislosti od absolttnej hodnoty
|dy|. Matematické vyjadrenie takto upravenej relevantnosti ma tvar (26).

,dh

n,=L*"(d,)e™ Vvh=01,...,m (26)

Jednotlivé pristupy k relevantnosti vzdialenosti som porovnal na niekolkych ulohach, pricom
dosiahnuté vysledky boli zistého pohladu zvlastne. Klasicky (exponencialny) aj ranking pristup
k odhadu relevantnosti ny jednotlivych vzdialenosti vykazuju v niektorych pripadoch urciti mieru
nepresnosti. Mojou snahou bolo najst’ zdroj tychto nedostatkov a nésledne navrhnut' lepsi odhad
relevantnosti n,. Prvym krokom bola doslednd analyza $pecifickych instancii, ktora poukazala na
skuto¢nost’, ze pri odhade hodndt n, by sme mali prihliadat’ na rozlozenie vzdialenosti v matici {dj}.
Niektoré ulohy boli Specifické v tom, ze usporiadana postupnost’ hodnét do, d;, ..., d, obsahovala
niekol’ko malych vzdialenosti do, di, ..., Oy, ktoré sa vmatici vyskytovali zriedka, zatial ¢o
vzdialenosti s vys$simi frekvenciami Ny boli vécsie. Tato skuto¢nost’ je znazornena na obrazku €. 5.
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Obrazok €. 5 RozloZenie vzdialenosti a ich frekvencii

Uvedené Specifika analyzovanych tuloh viedli k d’alsSiemu pohl'adu na relevantnost’ vzdialenosti,
ktory vychadza zo vztahu (22) s tym rozdielom, Ze exponencialna redukcia frekvencii pri odhade
konstant n, zacne az za ,kritickym“ indexom h_kr. Inymi slovami, malym hodnotim ponecham
odhadované frekvencie n, na urovni podvodnych Ny a vicsim vzdialenostiam ich budem exponencialne
znizovat. Aby som uvedené skuto¢nosti mohol zapisat’ matematicky, zavediem pre kazdy index h
funkciu g(h). Definujem ju podla predpisu (27), kde T predstavuje teplotu pouzivani doteraz vo
vyraze (22). Jej hodnota ovplyviiuje strmost’ exponencialy.

1 vh=0,1,....,h_kr

g(h)=1 ik @7)
e T Vh=h_kr+1, ....m

Relevantnost’ ny jednotlivych vzdialenosti d, mozno potom definovat’ nasledovne:
n,=N,g(h) vh=0,1....m (28)

Poslednou nevyrieSenou otazkou zostava uréit’ hraniény index h_kr, pripadne teplotu T. Na
najdenie vhodnej hodnoty indexu h_kr pouZijeme predpis (29), kde g je parametrom navrhnutého
pristupu.

h
h_kr:min{hez+:ZNuzs—mq} (29)
u=0 p

Vsetky popisané pristupy k relevantnosti boli testované sroznymi parametrami na malych
a stredne velkych tulohach, pricom hlavnym kritériom kvality bola presnost’ ziskaného rieSenia.
Dosiahnuté vysledky poukazuju na vyhodnost’ odhadu relevantnosti jednotlivych vzdialenosti vyssie
popisanym spdsobom, ktory umoziuje ziskat' velmi presné vysledky v kratkom case. Uvedenej
problematike by sa mohol venovat’ d’alsi vyskum s cielom najst’ matematické vztahy, podl'a ktorych
by sa mali nastavovat’ parametre navrhnutej metddy (teplota T, hodnota parametra q) v zavislosti od
charakteristik konkrétnej ulohy. Vhodnou volbou teploty ainych konsStint je mozné dosiahnut’
rieSenie, ktoré je vel'mi blizko optima.

Na zaver mozno zhrnat,, ze odhadovana relevantnost’ vzdialenosti zohrava vel'mi déleziti ulohu
pri rieSeni ulohy p-medianu aproximativnou pokryvacou metodou, pretoze ovplyviuje vyber deliacich
bodov, od ktorych zévisi presnost’ ziskaného rieSenia. Spominana relevantnost’ méze mat’ niekol'ko
podob, ktoré sa mdézu navzajom vyrazne liSit. Ked’Ze je tato problematika dolezitou sucastou
pokryvacieho pristupu, bude jej venovany dal§i vyskum zamerany na vplyv roéznych vyjadreni
relevantnosti na kvalitu dolnej hranice s moznym rozsirenim o sekven¢ny pristup.

4.8 ULOHY VAZENEHO P-MEDIANU

Jednotlivé metddy navrhnuté v dizertaénej praci a overené na mnozine malych a stredne velkych
uloh p-medianu mozno zovseobecnit’ a S drobnymi upravami aplikovat’ na tlohy vdzeného p-medianu.
Jediny rozdiel oproti klasickej lokacno-alokacnej formulacii povodnej ulohy je ten, Ze v ucelovej
funkcii sa jednotlivé vzdialenosti dj a priradenia zakaznikov j € J k vybudovanym strediskdm
z mnoziny | vazia poziadavkami zédkaznikov bj. Tieto poziadavky mézu mat’ rdznu interpretaciu. Ak
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za zékaznikov povazujeme jednotlivé obce leZiace na uzemi SR, potom ich mdZeme oznacit’ za
agregovanych zakaznikov, ktori v sebe zahfiiajii niekol’ko elementdrnych zédkaznikov (obyvatelov).
Poziadavky b; mézu vtomto pripade predstavovat' pocet obyvatel'ov konkrétnej obce s indexom j,
ktori maju rovnaky pristup k sluzbe strediska, napriklad k neodkladnej zdravotnej starostlivosti.

Z pohl'adu matematického modelovania mézeme tilohu vadzeného p-medianu formulovat’ pomocou
loka¢no-aloka¢ného modelu (1) — (6) stym rozdielom, ze Gcelov funkciu (1) vyjadrujucu sucet
vzdialenosti medzi zakaznikmi a ich obsluhujicimi strediskami nahradime Géelovou funkciou (30).

Minimize > >'b,d;z; (30)

iel jed

Ugelovii funkciu (30) mozno zapisat’ v tvare (31), z ktorého budem vychadzat' pri reformulécii
modelu na pokryvaci podobne ako v pripade klasickej illohy p-medianu.

Minimize ~ >'b; > d;z; (31)

jed iel

Vzhl'adom k tomu, Ze v Strukturalnych podmienkach pévodného modelu sa vyzaduje priradenie
kazdého zakaznika j € J prave jednému vybudovanému obsluznému stredisku, mézeme prislusnt
vzdialenost’ aproximovat’ zhora i zdola pomocou koeficientov ey, resp. g a bivalentnych premennych
Xjk pre zakaznikov j € Ja zony Kk € {0, 1, ..., r} ako to udava vztah (32).

ddizy=>ex, Vijel (32)
k=0

iel

V sulade s predchddzajucimi pravidlami mézeme ulohu vazeného p-medianu formulovat’ pomocou
pokryvaciecho modelu, pricom pre horny odhad vzdialenosti pouzijeme ucelovl funkciu (33)
a strukturalne podmienky (8) — (11). V pripade dolnej aproximacie vzdialenosti nahradime koeficienty
e, konStantami ey.

Minimize )b, Zek i« (33)

jed k=0

Na overenie navrhnutych postupov som vykonal niekol’ko experimentov na malych a stredne
velkych ulohach z cestnej siete Slovenska. Poziadavky zékaznikov predstavovali pocet obyvatelov,
pricom kazda obec bola zaroven zakaznikom i kandidatom na umiestnenie strediska. Jednotlivé obce
som vyberal tak, Ze vSetky obce leZiace na tizemi SR som zoradil podla poc¢tu obyvatelov od
najvyssicho po najnizsi a prvych |l| obci som vzal do Gvahy. Vysledky experimentov potvrdzuju
aplikovatel'nost’ navrhnutych metoéd aj na ulohy vazeného p-medianu s dobrou kvalitou vysledkov.
Hoci staticky pokryvaci pristup vykazuje vysSie odchylky od optimalneho rieSenia, pomocou
sekvenénej metddy ziskame vel’'mi uspokojivé vysledky v prijatelnom ¢ase, navysSe s dolnou hranicou
neznameho optima.

V suvislosti s rieSenim loh vazeného p-medianu navrhnutymi pokryvacimi metodami sa vynara
niekol’ko vedeckych otazok, ktoré si vyzaduju d’alsi aplikovany vyskum. Jednd sa hlavne o vypocet
optimalnych deliacich bodov D,, D,, ..., D;. V klasickej ulohe p-medianu zohrava klacovi ulohu
odhad relevantnosti jednotlivych vzdialenosti vyjadreny hodnotami koeficientov n, pre h =0, 1, ..., m.
Hodnota m+1 udava pocet relevantnych vzdialenosti z matice {d;;}. V pripade vazené¢ho p-medianu by
bolo dobré preskimat’ moznosti vyuzitia poziadaviek jednotlivych zakaznikov bj, ktoré tiez
ovplyviiuji dolezitost’ vzdialenosti. V tomto pripade sa o¢akava, ze vzdialenost’ medzi zakaznikom j
s vysokou poziadavkou bj ajeho obsluhujucim strediskom by mala byt odhadnutd ¢o najpresnejsie.
Otazkou teda je, ¢i by poziadavky bj nemali byt stiCastou vypoctu optimalnych deliacich bodov. Tu
som navrhol niekol’ko stratégii, ako by mohli byt poziadavky zakomponované do odhadu frekvencii
np jednotlivych vzdialenosti dp, pricom uvedené navrhy treba v dalSom vyskume implementovat’,
vySetrit' ich vlastnosti, predovSetkym vplyv na kvalitu rieSenia, pripadne vhodnym sposobom
modifikovat’.
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5. ZAVER

Vo svojej praci som sa zaoberal aplikovanym vyskumom v oblasti navrhovania Struktury
rozsiahlych verejnych obsluznych systémov metodami pokryvania s vyuzitim prostriedkov
aplikovanej informatiky. Svoj vyskum som orientoval na rozsiahle ulohy p-medidnu s velkym
mnozstvom praktickych aplikacii.

Pokryvacie ulohy patria podla vysledkov réznych experimentov medzi ulohy, ktoré su riesitel'né
univerzalnymi softvérovymi nastrojmi pomerne rychlo aj pri vel’kom rozsahu, a to i napriek tomu, ze
patria do skupiny NP-tazkych uloh. Uvedenu vlastnost’ som vyuZil na efektivne rieSenie rozsiahlych
uloh p-medianu. Cielom transformacie ulohy na pokryvaciu bolo zabezpecit’ nielen rieSitelnost’
problému pomocou dostupnych softvérovych ndstrojov, ale tiez skratenie doby vypoctu v porovnani
S inymi metddami. Tie maju mnohé obmedzenia (najma kapacitné), ktoré znemozituju ich pouzitie pri
rieSeni uloh praktickych rozmerov. Navrhnuty pokryvaci pristup sa preto javi ako efektivna alternativa
schopna poskytnut’ kvalitné rieSenie v prijatelnom Case.

Stvrta kapitola dizertatnej prace sa venuje problematike navrhu §truktary verejnych obsluznych
systémov z praktického hl'adiska. Najskor som ukazal princip hornej a dolnej aproximacie vzdialenosti
pomocou vytvarania zéon oddelenych rastiicou postupnostou deliacich bodov, néasledne som sktimal
moznosti vypoctu optimalnych deliacich bodov tak, aby bola celkova chyba odhadu minimalna. Tu
som navrhol matematicky model zalozeny na odhade relevantnosti jednotlivych vzdialenosti. Tieto
hodnoty predstavuju o¢akavany pocet vyskytov danych vzdialenosti v neznamom optimalnom riesen.
Na zéklade vypoctu optimalnych deliacich bodov mozno p&vodny lokacno-alokacny model tlohy p-
medianu preformulovat’ na pokryvaci, ¢im ziskame implementacne aj vypoctovo nenaro¢na ulohu.
Jednou z ¢iastkovych vyskumnych tloh bolo nastavenie parametrov, ktoré majii zasadny vplyv na
presnost’ rieSenia i vypoétovy Cas. Okrem teploty sluZiacej na odhad relevantnosti jednotlivych
vzdialenosti som skimal aj vplyv poctu deliacich bodov na kvalitu rieSenia a vypoctovy cas, ktory
suvisi s rozsahom rieSenej ulohy. Zékladny princip navrhnutej pokryvacej metédy som overil
v optimaliza¢nom prostredi XPRESS na mnozine malych a stredne vel'kych benchmarkov dostupnych
na internete. Dosiahnuté vysledky som porovnal S vybranymi metdédami uvadzanymi v literattre
s cielom ukézat, Ze aproximativny pokryvaci pristup je nielen Casovo vyhodny, ale Ze poskytuje
vel'mi uspokojivé vysledky z hl'adiska presnosti, vd’aka ¢omu ho mozno povazovat’ za vel'mi prinosny.

Vdaka jednoduchému blokovaniu podmienok v prostredi XPRESS sa otvorili moznosti
implementacie modelov s viacerymi prikazmi optimalizacie v jednom subore. Uvedenti vlastnost’ som
vyuzil na navrh metody sekvenéného zdénovania, ktord vychadza z principu, ze ziskané pokryvacie
rieSenie moze sluzit’ na spresnenie odhadu relevantnosti jednotlivych vzdialenosti a reorganizaciu zon
tak, aby bolo najdené lepsie riesenie.

V dalsej faze vyskumu som sa zaoberal problematikou matematického vyjadrenia relevantnosti
vzdialenosti, pricom na niekolkych Ulohach som overil niekol’ko hypotéz, ktoré naznacuju smer
d’alsieho vyskumu.

Jednotlivé postupy boli aplikované aj na rozsiahle ulohy véazeného p-medidnu s dobrymi
vysledkami. Prave vazené p-mediany predstavuju vyzvu pre d’al§i vyskum zamerany na hl'adanie
optimalnych deliacich bodov s dérazom na poziadavky jednotlivych zakaznikov.

Za hlavny prinos dizertatnej prace mozno povazovat nielen samotné modely, ktoré su
vyhoda navrhnutych postupov spociva v tom, Ze na ziskanie kvalitného rieSenia tloh p-medianu nie je
nutny ziadny Specializovany algoritmus, dokonca ani vysoka programatorska zruc¢nost, ¢i znalosti
Z oblasti informatiky. Princip spociva vo vyuziti dvoch modelov, ktoré su I'ahko implementovatel'né
v bezne dostupnom solveri, akym je napriklad XPRESS. Vyuzitim vyhodnych vlastnosti pokryvacich
uloh aradialneho pristupu uvadzaného v dostupnej literatire som nadviazal na najnovsie vysledky
v tejto oblasti, pricom svojim pristupom sa vyrazne odliSujem od inych autorov. Na zéklade mnohych
experimentov na stredne vel'kych ulohach som ukazal, ze vyuzitie pokryvacich modelov vyznamnym
spdsobom rozSiruje moznosti rieSenia praktickych uloh, kde exaktné algoritmy integrované do
univerzalnych nastrojov na podporu rozhodovania z casovych alebo kapacitnych dovodov casto
zlyhavaji. Vysledky mojho vyskumu tak priniesli nové moznosti pre navrh verejnych obsluznych
systémov, ¢im som splnil vSetky stanovené ciele.
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SUMMARY

DESIGNING OF LARGE-SCALE PUBLIC SERVICE SYSTEMS
BY COVERING METHODS

Designing a public service system, including medical emergency system, fire-brigade deployment,
public administration system and many others, can often bring along some overall combinatorial
problems concerning the system structure. The public service system structure is formed by the
deployment of the limited number of service centers, and the associated objective is to minimize social
costs, which are proportional to the distances from serviced objects to the nearest source of the
provided service. The mathematical models of the public service system design problem are often
related to the p-median problem, which is formulated as the task of the determination of most p
network nodes as facility locations, so that the sum of the distances between each node and the nearest
located facility is minimal. With real problems, the number of serviced customers takes the value of
several thousands, and the number of possible facility locations can take this value as well. The
number of possible service center locations seriously impacts the computational time. To obtain
a good decision on a facility location in any serviced area, the mathematical model of the problem can
be formulated, and some of mathematical programming methods can be applied to find an optimal
solution. The location-allocation model constitutes a mathematical programming problem which
resists any attempt at a fast solution.

Another way of the p-median problem representation by means of mathematical programming
uses so called radius formulation. This approach avoids assigning individual customers to some of the
located facilities, and it deals only with the information whether some facility is or is not located in
a given radius from the customer. The later approach leads to the model similar to the set covering
problem, which is easy to solve even for large instances by common optimization software tools. This
approach pays for shorter computational time or smaller computer memory demand by losing its
accuracy. The accuracy can be improved by some convenient determination of so called dividing
points which are used in the problem reformulation. The dividing points can be determined so that the
expected deviation is minimized and the deviation is expressed using so called distance value
relevance.

The distance value relevance expresses the strength of expectation that the distance belongs to the
optimal solution of the p-median problem. There are several ways to express the distance value
relevance. In previous works we based our research on the idea that the distance value relevance
dropped exponentially with the distance value. In this thesis we base our approach to the relevance
estimation on so called column ranking, where not only value but also the order of the distance is
taken into account. We suggest the formulation of the ranking relevance and study the influence of the
associated dividing point deployment on the effectiveness of the approximate approach.

As a complementary algorithm used for making the covering method more accurate we suggest
a sequential approach to the dividing points determination, and we use them not only to obtain a good
solution of the problem but also to gain lower bound of the unknown optimal solution. We
demonstrate the impact of the sequential approach to the accuracy and computational time. We have
performed the numerical comparison of the suggested approximate method to the location-allocation
approach. To solve the associated problems, we use the common optimization environment XPRESS.

Keywords: Public service system, large p-median problem, covering formulation, approximate
approach, sequential method, lower and upper bound, XPRESS
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